SISTEMAS
NO LINEALES

En este capitulo estudiaremos los sistemas no lineales auténomos. En el
capitulo 3 vimos que, usando una combinacién de procedimientos
analiticos y geométricos, podemos entender los sistemas lineales
completamente. Aqui combinamos esos métodos lineales con algunas
técnicas cualitativas adicionales para abordar los sistemas no lineales. Si
bien esos procedimientos no nos permiten determinar los retratos fase de
todos los sistemas no lineales, si podremos tratar algunos sistemas no
lineales importantes.

Primero mostraremos cémo puede aproximarse un sistema no lineal
aun punto de equilibrio por medio de un sistema lineal. Este proceso,
conocido como “linearizacién”, es uno de los procedimientos que se
aplican con mayor frecuencia. Estudiando la aproximacién lineal,
podemos predecir el comportamiento de las soluciones del sistema no
lineal, por lo menos cerca del punto de equilibrio. 4

Luego expondremos un método cualitativo con el que se
puede obtener mis informacién de un campo de direcciones, solamente
observando en qué punto de éste una componente es cero (es decir, donde
es vertical u horizontal el campo), obtenemos las curvas llamadas
“nulclinales”, que subdividen el espacio fase. Cuando estas curvas se
combinan con la linearizacién de los puntos de equilibrio, en algunos
casos pueden dar una descripcién completa de los comportamientos
posibles a largo plazo de las soluciones.

En el resto del capitulo estudiaremos algunos tipos especiales de
modelos y sus sistemas no lineales. Estos tltimos son importantes porque
surgen de aplicaciones y porque los procedimientos implicados en sus
andlisis son muy entretenidos.

403



404 CAPITULO 5 Sistemas no lineales

5.1 ANALISIS DEL PUNTO DE EQUILIBRIO

Como resultado de nuestro estudio en el capitulo 3, ahora podemos entender las solucio-
nes de los sistemas lineales, tanto cualitativa como cuantitativamente. Sin embargo, por
lo general los sistemas no lineales se prestan menos a los procedimientos analiticos y al-
gebraicos que hemos desarrollado, pero podemos usar las matematicas de los sistemas li-
neales para entender el comportamiento de las soluciones de los sistemas no lineales cer-

ca de sus puntos de equilibrio.

La ecuacion de Van der Pol

Para ilustrar c6mo analizar el comportamiento de soluciones cerca de un punto de equili-
brio, comenzamos con un sistema no lineal simple pero importante: el sistema Van der Pol,
que estudiamos numéricamente en la seccién 2.4 (p. 187). Recuerde que este sistema es

dx
dt
dy

e -x+(1 -—x2)y.

=Yy

Su campo de direcciones y plano fase se muestran en la figura 5.1.

El tinico punto de equilibrio de este sistema es el origen, por lo que examinaremos
cémo se comportan las soluciones cerca del origen. El campo de direcciones muestra que
las soluciones se mueven alrededor del origen, y si trazamos las aproximaciones numéri-
cas de éstas cerca de ese punto vemos una grafica que nos recuerda una fuente espiral (vea

la figura 5.2).

Podemos entender por qué las soluciones se mueven alejandose en espiral desde el
origen, aproximando el sistema Van der Pol con otro que sea mucho mds f4cil de analizar.
Aungque el sistema no es lineal, contiene sé6lo un término no lineal, x2y, en la ecuacién para
dyldt. Si x 'y y son pequeiias, entonces este término es mucho mds pequefio que cualquie-
ra de los otros en la ecuacién. Por ejemplo, si x y y son iguales a 0.1, entonces el término
x2y es igual a 0.001, que es considerablemente menor que x 0 y. Six y y son iguales a 0.01,

Figura 5.1
Campo de direcciones y plano fase para el Plano fase para el sistema Van der Pol cerca

sistema Van der Pol.

Figura 5.2

del origen.
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entonces x2y = 107°, que de nuevo es mucho menor que x o y. Tal vez podemos aproxi-
mar el sistema Van der Pol por otro en el que simplemente despreciemos el término
x2y, por lo menos si x y y estdn cercanas a 0. Si cancelamos este término del sistema, nos
queda

dx .
dr
dy

E:—x+y,

y

que es un sistema lineal. En consecuencia, son aplicables los procedimientos del capitulo
3. Los eigenvalores del sistema lineal son (1 = \/31')/2, y como son complejos con una
parte real que es positiva, sabemos que las soluciones del sistema lineal se mueven en es-
piral alejandose desde el origen.

El sistema lineal y el sistema Van der Pol tienen campos vectoriales que estdn muy
cercanos entre sf cerca del punto de equilibrio en el origen. Como las soluciones del sis-
tema lineal se mueven en espiral alejandose del origen, no debe sorprendernos que las so-
luciones del sistema Van der Pol que se inicien cerca del origen también se alejen en es-
piral.

El procedimiento que aplicamos arriba se llama linearizacién. Cerca del punto de
equilibrio, aproximamos el sistema no lineal por medio de un sistema lineal apropiado.
Para condiciones iniciales cerca del punto de equilibrio, las soluciones del sistema no li-
neal y de la aproximacion lineal permanecen cercanas entre si por lo menos en algiin in-
tervalo.

Un modelo de especies en competencia

Sean x y y las poblaciones de dos especies que compiten por recursos. Un incremento en
cualquier especie tiene un efecto adverso sobre la razén de crecimiento de la otra. Un
ejemplo de un modelo de este tipo de sistema es

‘%:h(l——;—)—xy
%=3y(1—§)72xy.

Aunque los términos contenidos en esas ecuaciones se basan en hip6tesis razonables, es-
cogemos coeficientes que simplifiquen nuestro anélisis en vez de modelar alguna especie
particular.

Observe que para un valor dado de x, si y se incrementa entonces el término —xy
ocasiona que dx/dt decrezca. De modo similar, para un valor dado de y, si x crece enton-
ces —2xy provoca que dy/dt disminuya. Un aumento en la poblacién de cualquiera de las
especies ocasiona una disminucién en la raz6n de crecimiento de la otra.

Anadlisis cualitativo

Empezaremos nuestro andlisis de este sistema tomando en cuenta que si y = 0, tenemos
dyl/dt = 0. En otras palabras, si las y estén extintas, as{ permaneceran por un tiempo in-
definido. Siy = 0,
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que es un modelo logistico de poblacién con una capacidad de soporte de 2. La linea fa-
se de esta ecuacién concuerda con el eje x del plano fase. En particular (0, 0) y (2, 0) son
puntos de equilibrio del sistema, Del mismo modo, si x = 0, tenemos dx/dt = 0, por lo
que la linea fase de

coincide con el eje y del plano fase del sistema y (0, 3) es otro punto de equilibrio.

Por el teorema de unicidad, las soluciones con condiciones iniciales en el primer cua-
drante deben permanecer en esa region para siempre. Es decir, los ejes coinciden con curvas
solucién y el teorema de unicidad garantiza que las soluciones no pueden cruzarlos. Co-
mo este modelo se refiere a poblaciones, y si el crecimiento negativo para éstas no tiene
sentido, limitaremos nuestra atencién a soluciones contenidas sélo en el primer cua-
drante.

Encontramos los puntos de equilibrio despejando x y y en el sistema de ecuaciones

2x(1——%)—xy:0
3y(1—§)—2xy=0,

que puede reescribirse en la forma

x2—x—y)=0
yB3—y—-2x)=0.

La primera ecuacién se satisface six = 0 0osi2 — x — y = 0, y la segunda se cumple si
y=0o0si3—y—2x=0.

Supongamos primero que x = 0. Entonces la ecuacién y = 0 da un punto de equi-
librio en el origeny 3 — y — 2x = 0y lo proporciona en (0, 3).

Digamos ahora que 2 — x — y = 0. Entonces la ecuacién y = 0 da un punto de equi-
librioen (2,0)y 3 — y — 2x = Olo daen (1, 1). (Resuelva las ecuaciones simultdneas
2—-x~—y=0y3—y—2x=0.)Por tanto, los puntos de equilibrio son (0, 0), (0, 3),
(2,0)y (1, 1).

Linearizacion de este sistema alrededor de (1, 1)

El punto de equilibrio (1, 1) es de particular interés. Su existencia indica que es posible
para esas dos especies coexistir en equilibrio. Si calculamos numéricamente el plano fa-
se para este sistema (vea la figura 5.3), las soluciones parecen tener sélo tres tipos dife-
rentes de comportamientos a largo plazo. Unas soluciones tienden a (2, 0), algunas mds a
(0,3)yotrasa (1, 1).

Quedan dos preguntas importantes. Primero, ;qué soluciones tienden al punto de
equilibrio (1, 1)? En particular, ;es suficientemente grande el conjunto de esas soluciones
para que esperemos encontrar el ejemplo de una solucién como ésta en la naturaleza? Se-
gundo, ;qué es lo que divide a las condiciones iniciales que dan soluciones en las que x
tiende a cero de aquellas donde y tiende a cero? Para responderlas, estudiamos el sistema
cerca del punto de equilibrio (1, 1) usando la linearizaci6n.

Los sistemas lineales siempre tienen un punto de equilibrio en el origen. Por tanto,
el primer paso al comparar el sistema no lineal cerca del punto de equilibrio (1, 1) con uno
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y Figura 5.3
Plano fase para el sistema
dx
3 = = i
i (1-3)-=
dy
21 a=»(1-3)-2

lineal es mover ese punto al origen por medio de un cambio de variables. Una vez que lo
hemos reubicado, podemos usar las mismas ideas que en el caso del ejemplo Van der Pol
para identificar la aproximacién lineal.

Para mover el punto de equilibrio al origen, introducimos dos nuevas variables, u y
v, mediante las férmulas u = x — 1 y v=y — 1. Note que # y vestdn cerca de O cuando
(x, y) estd cerca de (1, 1). Para obtener el sistema en las nuevas variables, calculamos pri-
mero

du _ d(x—l)_ dx

dr dt dt
dv_do-1 _dy
dr ~ dt T odt

Los lados derechos del sistema en las nuevas variables estdn dados por

Q—:Zx(l-—%)—xy

=2(u+1)(1—uzl)—(u+1)(v+1)
=—-u—-v—u2—uv,
y
dy y
7 =»(1-3)-2
:3(v+1)(1—U:I)—2(u+l)(u+1)

= —2u —v—2uv— %

En términos de las nuevas variables, tenemos

du 5

e S

o u° —uv
d
d—f=—2u—v—2uv—~v2.

Como esperdbamos, el origen es un punto de equilibrio para este sistema. La expresién
para du/dt contiene los términos —u y —v y los términos no lineales —u? y —uv. Para
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dvuldt, los términos lineales son —2u 'y ~v, y los no lineales son —2uvy —?. Cerca del
origen, los términos no lineales son mucho mds pequefios que los lineales y, por lo tanto
podemos aproximar el sistema no lineal cerca de (i, v) = (0, 0) con el lineal

R
ar -

d
2—?:—-214—11.

Los eigenvalores de este sistema son —1 * V2. Uno de esos nimeros es positivo
y el otro es negativo, por lo que (#, v) = (0, 0) es un punto silla para el sistema lineal (vea
la figura 5.4). Como los sistemas lineal y no lineal son aproximadamente iguales, espera-
mos que el plano fase para el sistema no lineal cerca del punto de equilibrio (x, y) = (1, 1)
se vea como el plano uv del sistema lineal.

Concluimos que sélo hay dos curvas de soluciones en el plano x-y que tienden ha-
cia el punto de equilibrio (1, 1) cuando ¢ crece. Por consiguiente, las soluciones cercanas a
(1, 1) forman un conjunto muy pequefio. Aun si las condiciones iniciales se escogen exac-
tamente sobre algunas de estas curvas, perturbaciones arbitrariamente pequefias pueden
empujar a dichas condiciones iniciales hacia uno u otro lado. Como nuestro modelo es s6-
lo una versién muy simplificada de la dindmica de las poblaciones, que deja fuera innu-
merables fuentes de tales perturbaciones, no esperamos ver soluciones que conduzcan al
punto de equilibrio (1, 1) en la naturaleza.

Por otra parte, las curvas soluciones que tienden z (1, 1) juegan un papel importan-
te en el estudio de este sistema. Viendo el plano fase, notamos que una de estas curvas di-
vide el primer cuadrante en dos regiones. En una regi6n sobrevive una especie y en la otra
sobrevive la otra poblacién (vea la figura 5.3).

v Figura 5.4

Plano fase para
du
—=—u—-v
dt
dv

u o =—-2u—v,
la aproximacion lineal del sistema en

competencia cerca de (x, y) = (1, 1), que es el
mismo punto que (u, v) = (0, 0).

Un ejemplo no polinomial

Los dos ejemplos anteriores tienen campos vectoriales que son polinomios. Cuando el
campo vectorial es un polinomio y el punto de equilibrio en consideraci6n es el origen, es
muy ficil identificar qué términos son lineales y cuéles no lo son. Pero no todos los cam-
pos vectoriales son dados por polinomios.

Considere el sistema

dx
dt
dy

=—y —senx.
dt Y
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Este sistema es un modelo para el movimiento de un péndulo amortiguado que estudia-
remos extensamente en las secciones 5.3 y 5.4. Los puntos de equilibrio de este sistema
ocurren en los puntos (x, y) = (0, 0), (£, 0), (2, 0), etc. Supongamos que queremos
estudiar las soluciones cercanas al punto de equilibrio en (0, 0). Como dy/dt contiene un
término sen x, no se observa de inmediato cusles son los términos lineales de este siste-
ma. Sin embargo, del cédlculo sabemos que el desarrollo en series de potencia de sen x es

x3 x5

senx:x—§+§——

Por tanto, podemos escribir

dx

ar =Y

dy _ x3+x5
a - T\ T TS )

Cerca del origen cancelamos los términos no lineales.y nos quedamos con el sistema li-
neal

dx _
dr
dy

=—y —X.
dt Y

Los eigenvalores de este sistema son (—1 * \/51')/2. Como éstos son nimeros complejos
con partes reales negativas, esperamos que el correspondiente punto de equilibrio para el
sistema no lineal sea un sumidero espiral (vea las figuras 5.5 y 5.6).

y
y
3
x
B x
Figura 5.5 Figura 5.6
Plano fase para el sistema Plano fase para el sistema
dx dx _
a ar =
d
d_y=—y-senx. e

dt dt
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Linearizaciéon

El siguiente paso es hacer el proceso de linearizacién mds ordenado. En los ejemplos an-

teriores hicimos un cambio de variables para mover el punto de equilibrio al origen. Lue-

go identificamos los términos lineales y no lineales usando célculo (en caso necesario).
Considere la forma general de un sistema no lineal

dx
T fx,y)
dy
I =g(x, y).

Suponga que (xg, yo) es un punto de equilibrio para este sistema. Queremos entender qué
sucede con las soluciones cerca de (xg, yo), es decir, linearizar el sistema cerca de (xg, Yo).
Introducimos nuevas variables

u=x-—xg

V=Y =Y
que mueven el punto de equilibrio al origen. Si x y y estdn cerca del punto de equilibrio
(xps Yo), entonces u y vtienden a 0.

Comox=u+x3yy = v+ Yy los nimeros xy y yo son constantes, el sistemna es-
crito en términos de u 'y ves

du _ d(x — x0) _ dx

T A = =@ = etu o+
dv _d(y—yo) _dy
i a = S8k =gbotu o+,

Por tanto, tenemos

du

E=f(xo+u,yo+v)

dv

— =g(xo +u, yo+v).

dt

Si u = v =0, el lado derecho de este sistema desaparece, por lo que hemos movido el
punto de equilibrio al origen en €l plano u-v.

Ahora eliminaremos los términos “de orden superior” o no lineales en las expresio-
nes para du/dt y duldt. Como esas expresiones pueden incluir funciones exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas, no siempre es claro cudles son los términos lineales. En
este caso es necesario estudiar /'y g con mds atencién.

La idea bésica del célculo diferencial es que es posible estudiar una funcién anali-
zando su “mejor aproximacion lineal”; la cual estd dada por el plano tangente para fun-
ciones de dos variables. Por tanto, tenemos

a
fxo+u, yo+v) = f(xo, o) + [—af (xo, yo)] u+ [Ljf (xo, yo)] v,
x Ay

cuyo lado derecho es la ecuacién para el plano tangente a la gréafica de fen (xg, yo). (Esta
expresion es también la aproximacién polinomial de primer grado de Taylor para f.)
¢
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Podemos entonces reescribir el sistema para du/dt y dv/dt como

of 0
71: = f(x0. y0) + [%(Xo, yo)jl u+ [ZTJ;(xos )’0):| vt

d
71[’ = g(x0. o) + [_uo yo)} u+ [—(xo yo):l vELL

donde *. . .” significa los términos que forman la diferencia entre el plano tangente y la
funcién. Esos son precisamente los términos que deseamos ignorar al formar la aproxima-

ci6n lineal del sistema. Como f(xg, yo) = 0 y g(xo, Yo) = 0, podemos usar la notacién ma-
tricial para escribir el sistema en forma breve, asf:

du of af

— ——(x0, y0) ——(x0, Yo) u

dt _ ax ay +

av | = | o 9% .
il -2 ) , v

7 P (xo0, y0) oy (x0, y0)

La matriz de 2 X 2 de las derivadas parciales en esta expresi6n se llama matriz jacobia-
na del sistema en (xg, o).

En consecuencia, el sistema linearizado en el punto de equilibrio (x, yo) es

du af * ) af (0. 0)

| | o 0, Y0 3y 0 Yo u
dv - ag ag

_ —_— —_ v
o PP (x0, yo0) 3y (xo0, y0)

Usamos este sistema de “linearizacién” para estudiar el comportamiento de soluciones del
sistema no lineal cerca del punto de equilibrio (xg, yg). Observe que para crear el sistema
linearizado sélo necesitamos conocer las derivadas parciales de las componentes del cam-
po vectorial en el punto de equilibrio. No tenemos que calcular el cambio de variables mo-
viendo el punto de equilibrio al origen.

Como siempre, la derivada de una funcién no lineal dnicamente proporciona una
aproximacién local. Por consiguiente, las soluciones del sistema linearizado sélo estdn
cercanas a las del sistema no lineal cerca del punto de equilibrio. La pregunta de qué tan
préximos debemos estar del punto de equilibrio para que la aproximacién lineal sea de va-
lor depende del tamafio de los términos no lineales.

Mas ejemplos de linearizacién
Considere el sistema no lineal

dx

E=—2x+2x2
dy

=-3 3x?
a x +y+ 3x

Hay dos puntos de equilibrio para este sistema: (0, 0) y (1, 0). Para entender las solucio-
nes que comienzan cerca de éstos, calculamos primero la matriz jacobiana

af af
E(x,y) @(st) —2+4+4x 0

3 3
By By —3+6x 1
ox ay
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ya que f(x,y) = —2x + 2x?y g(x, ) = —3x + y + 3x2. En los dos puntos de equilibrio,

tenemos -
af af
7700 a-y(ov 0) (-2 0
3 3 =
20,0 20,0 -3 1
ax ay

y
af of
1,0 2,
ax( ) ay(l 0 ~ 2 0
ag ag -
hi-Ng | i-d 3 1
8x( ,0) 3y(1,0)

Cerca de (0, 0), el plano fase para el sistema no lineal debe parecerse al del sistema

linearizado
dY -2 0
— = Y.
dt ( -3 1 )

Los eigenvalores de este sistema lineal son —2 y 1, por lo que el origen es un punto silla.
Podemos calcular que (0, 1) es un eigenvector para el eigenvalor 1y que (1, 1) es un ei-
genvector para el eigenvalor —2. Usando esta informaci6n, podemos esbozar el plano fa-
se para el sistema lineal (vea la figura 5.7).

En (1, 0), el otro punto de equilibrio, el sistema linearizado es

ay _(2 0\,
d~\ 3 1

Los eigenvalores aqui son 2 y 1, por lo que para este sistema el origen es una fuente. Usan-
do el hecho de que (0, 1) es un eigenvector para el eigenvalor 1, y (1, 3) lo es para el ei-
genvalor 2, podemos esbozar el plano fase (vea la figura 5.8).

M. AL
Al T

Figura 5.7 Figura 5.8
Plano fase para el sistema Plano fase para el sistema

dt -3 1 dt 3.1
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Cerca de los dos puntos de equilibrio, el plano fase para el sistema no lineal se pa-
rece al de los sistemas linearizados. Las curvas solucién (numéricamente aproximadas por
la computadora) se muestran en la figura 5.9. Si amplificamos el plano fase cerca de (0, 0)
y (1, 0), vemos que las curvas soluci6n efectivamente se parecen a las de los sistemas k-
nearizados correspondientes (vea la figura 5.9).

Clasificacion de los puntos de equilibrio

La idea fundamental en que se basa el procedimiento de linearizacién es usar un sistema
lineal para predecir el comportamiento de las soluciones de un sistema no lineal cerca de
un punto de equilibrio. En las inmediaciones de dicho punto, las soluciones de los siste-
mas lineales y no lineales estdn cercanas entre si, por 1o menos en un intervalo corto. Pa-
ra la mayor parte de los sistemas, la informacién ganada al estudiar la linearizacion es su-
ficiente para determinar el comportamiento a largo plazo de las soluciones del sistema no
lineal cerca del punto de equilibrio.

Figura 5.9
Curvas solucién y amplificaciones cerca de los puntos fijos para el sistema
dx 0
— =-2x42
a x +2x
d
o =-3x+y+3x%

dt
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Separatrices

Por ejemplo, considere el sistema

dx
E;=f(X,Y)
dy
—d—t _g(xv y)

Suponga que (x, o) es un punto de equilibrio y sea

af af

35 F0- Y0) @(xo. o)
ag a

-~ (x0, ¥0) 28 (xo, ¥0)
ax ay

la matriz jacobiana en (xg, yo). El sistema linearizado es

du
dr | _ u
N
dt

Si todos los eigenvalores de la matriz jacobiana son nimeros reales negativos o niimeros
complejos con parte real negativa, entonces (¢, v) = (0, 0) es un sumidero para el sistema
lineal y todas las soluciones se acercan a (u, v) = (0, 0) cuando ¢ — o, Para el sistema
no lineal, las soluciones que empiezan cerca del punto de equilibrio (x, y) = (xo, yo) se
acercan a éste cuando t — oo, Por tanto, decimos que (xp, ¥p) es un sumidero. Si los ei-
genvalores son complejos, entonces (xg, yo) €s un sumidero espiral.

De modo similar, si la matriz jacobiana sélo tiene eigenvalores positivos o eigenvalo-
res complejos con una parte real positiva, entonces las soluciones con condiciones iniciales
cerca del punto de equilibrio (xg, yo) tienden a alejarse de éste cuando ¢ crece. Decimos
entonces que para un sistema no lineal el punto (xg, o) es una fuente. Si los eigenvalores
son complejos, entonces (xg, o) €s una fuente espiral.

Si la matriz jacobiana tiene un eigenvalor positivo y uno negativo, entonces el pun-
to de equilibrio (xg, yo) es un punto silla. Igual que para un sistema lineal con un punto
silla en el origen, hay dos curvas de soluciones que se acercan al punto de equilibrio cuan-
do ¢ se incrementa y otras dos que también se aproximan a dicho punto conforme ¢ decre-
ce (vea las figuras 5.7 y 5.9). Para el sistema no lineal, esas curvas de soluciones no tie-
nen que ser lineas rectas. Las demds soluciones, con posicion inicial cerca de (xo, yp), se
alejan cuando ¢ crece y ¢ decrece.

Un recordatorio

Es importante recordar que esta clasificacién de los puntos de equilibrio para los sistemas
no lineales no dice nada acerca del comportamiento de las soluciones con posiciones ini-
ciales lejanas a (xq, ¥o)-

Las cuatro curvas solucién especiales que tienden hacia un punto silla cuando t = 0
t = —oo se denominan separatrices. (Una de esas curvas por si misma se llama una sepa-
ratriz.) Y tienen una importancia especial porque separan las soluciones con diferentes
comportamientos. Las separatrices estables son aquellas donde las soluciones tienden
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hacia el punto silla cuando ¢ — o, mientras que en las separatrices inestables las solu-
ciones tienden hacia el punto silla cuando 1 — —eo.
En el sistema

d
£=—2x+2x2
‘;—f=—3x+y+3x2

estudiado anteriormente, el origen es un punto silla (vea las figuras 5.7 y 5.9). La separa-
triz estable proxima al origen separa en dos partes la franja del plano fase limitada por las
lineas x = 0y x = 1. En esa region, las condiciones iniciales que est4n arriba de la sepa-
ratriz dan soluciones en que y(f) — oo cuando ¢ se incrementa, mientras que las condicio-

nes iniciales que estdn abajo de la separatriz dan soluciones en que y(f) = —eo cuando ¢
crece (vea la figura 5.10).

Figura 5.10
Separatrices de (0, 0) para el sistema

dx 2

— =-2x+2

7 x + 2x

dy 2
—=-3 3x°,
7 x +y+3x

y regiones de la franjaentre x = Oy x = 1
con diferentes comportamientos a largo
plazo.

Cuando la linearizacion falla

Desafortunadamente, para algunos puntos de equilibrio de algunos sistemas la informa-

cién que proporciona el sistema linearizado no es suficiente para determinar el comporta-

miento completo de las soluciones del sistema no lineal cerca del punto de equilibrio.
Por ejemplo, considere el sistema

dx

o (v2 1 32
ar =7 "+ yI)x
d
?d—}t}=—x—(x2+y2)y‘

El origen es un punto de equilibrio para este sistema y su sistema linearizado es

du

i )-(2o))

ar
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Los eigenvalores de este sistema lineal son *{ y por tanto se trata de un centro. Todas las
soluciones no cero del sistema linearizado son peri6dicas. De hecho, cada una de ellas es
un circulo concéntrico al origen.

Sin embargo, no hay soluciones periédicas para el sistema no lineal. Para conocer
la causa, consideremos el campo vectorial como una suma del campo vectorial lineal
Vi(x, y) = (3, —x) y el campo vectorial no lineal Vy(x, y) = (=(? + y2)x, —(x2 + yhy).
V, corresponde al sistema linearizado. Este siempre es tangente a circulos con centro en
el origen. Por otra parte, Va(x, y) = (—(x* + y?)x, —(x* + y?)y) siempre sefiala directa-
mente hacia (0, 0) ya que es un miltiplo escalar del campo (—x, —y). (El niimero positi-
vo es el escalar x> + y2.) El resultado de sumar Vi(x, y) y Vo(x, y) es un campo vectorial
que siempre tiene una componente radial negativa. Las soluciones del sistema no lineal se
mueven entonces siempre en espiral hacia (0, 0) (vea la figura 5.11).

Note que si cambiamos los signos de los términos de orden superior en el sistema
anterior, el resultado es

=y+ &+

dx
dt
dy 2.2

i S

este sistema tiene la misma linearizacién cerca de (0, 0), pero ahora las soluciones se mue-
ven en espiral alejandose del origen.

En este ejemplo, las soluciones del sistema no lineal y las del linearizado son apro-
ximadamente las mismas cerca del origen, por lo menos durante un corto intervalo. Sin
embargo, como el sistema linearizado es un centro, cualquier perturbacién por minima
que sea puede cambiar el comportamiento a largo plazo de las soluciones. Aun aquella
causada por la inclusién de los términos no lineales puede convertir al centro en un sumi-
dero o una fuente espiral.

Afortunadamente, s6lo existen dos situaciones en que el comportamiento a largo
plazo de las soluciones cerca de un punto de equilibrio del sistema no lineal y su lineari-
zacién pueden diferir. Una es cuando el sistema linearizado es un centro. La otra, cuando
el sistema linearizado tiene cero como eigenvalor (vea los ejercicios). En cualquier otro
caso, el comportamiento a largo plazo de las soluciones de un sistema no lineal cerca de
un punto de equilibrio es el mismo que para las soluciones de su linearizacién.

Figura 5.11

Las curvas solucién para el sistema

dx\ 2 2.
- =y- +

@ =y — (" +y)x
“%’:—x—(x2+yz)y

se mueven en espiral lentamente hacia el
punto de equilibrio en el origen, aun cuando
la linearizaci6n ahi es un centro.
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EJERCICIOS PARA LA SECCION 5.1

1. Considere los tres sistemas

(i) dx (ii) dx (i) dx
| ) A, ) i
dt Tty dt Tty dt 2x+y
dy 2 dy 2 dy
—_—=—y+ — =y —_— =y — 2
dt o dt ytx dt yor

Los tres sistemas tienen un punto de equilibrio en (0, 0). ;Cudles dos sistemas fienen
planos fase con el mismo “retrato local” cerca de (0, 0)? Justifique su respuesta. [Su-
gerencia: Se requieren muy pocos cdlculos para este ejercicio, pero no deje de dar una
Jjustificacién completa.]

2. Considere los tres sistemas siguientes:

i) d i) d iit) d

@) £=3senx+y (ii) d—f=~3senx+y ( )d—f=—3senx+y
dy d dy
:l%:4x+cosy—1 d—};=4x+cosy—l ;%:4x+3cosy—3.

Los tres sistemas tienen un punto de equilibrio en (0, 0). ;Cudles son los dos sistemas
que tienen planos fase con el mismo “retrato local” cerca de (0, 0)? Justifique su res-
puesta. [Sugerencia: Se requieren muy pocos célculos para este ejercicio, pero no de-
je de exponer sus argumentos.]

3. Para el sistema

dx

2

dt Xty
dy 2
o y+x©.

(a) Encuentre el sistema linearizado para el punto de equilibrio (0, 0).
(b) Clasifique (0, 0) (como fuente, sumidero, centro, . . .).
(¢) Esboce el plano fase para el sistema no lineal cerca de (0, 0).

(d) Repita los incisos (a) a (c) para el punto de equilibrio en (2, 4).

4. En el sisterna

dx

Et-z
dy 3

— =4 .
dt Aty

(a) Demuestre que el origen es el tinico punto de equilibrio.
(b) Encuentre el sistema linearizado en el origen.

(c) Clasifiquelo y esboce su plano fase.
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5. Considere el sistema en el ejercicio 4.

(a) Encuentre la solucién general de la ecuacién dx/dr = —x. [Sugerencia: La solu-
cién es tan facil como parece ser.]

(b) Usando la solucién del inciso (a) en vez de x, determine la solucién general de la
ecuacion

dy

=—4x* +y.
dt Ay

[Sugerencia: Esto proporciona un repaso de las ecuaciones lineales en la seccién 1.8.]

(c) Use los resultados de los incisos (a) y (b) para obtener la solucién general del sis-
tema.

(d) Encuentre las curvas solucién del sistema que tienden al origen cuando ¢ — o.
(e) Encuentre las curvas solucién del sistema que se aproximan al origen cuando t — —oo.

(f) En el plano fase, esboce las curvas solucién correspondientes a esas soluciones.
Son las separatrices.

(g) Compare el esbozo del sistema linearizado que obtuvo en el ejercicio 4 contra un
bosquejo de las soluciones separatrices para el punto de equilibrio en el origen pa-
ra este sistema. jEn qué se parecen las dos graficas? ;Cémo difieren?

6. Para el modelo de poblacién de especies en compelencia

(i)

estudiado en esta seccién, mostramos que el punto de equilibrio (1, 1) es un punto silla.

(a) Encuentre el sistema linearizado cerca de cada uno de los otros puntos de equili-
brio.

(b) Clasifique cada punto de equilibrio (como fuente, sumidero, punto silla, etcétera).
(¢) Esboce el plano fase de cada sistema linearizado.

(d) D¢ una breve descripcién del plano fase cerca de cada punto de equilibrio del sis-
tema no lineal.

En los ejercicios 7-16, restringimos la atencién al primer cuadrante (x, y = 0). Para cada
sistema, :

(a) encuentre y clasifique todos los puntos de equilibrio (en el primer cuadrante),
(b) esboce el plano fase del sistema cerca de cada punto de equilibrio, y
(¢) describa los comportamientos de las soluciones cerca de cada punto de equilibrio.

7. fz_fzx(%JyHSO) 8- i—fzx(lo—x—y)
% = y(=2x — y + 100) % =y(30 - 2x — )

% ili—:zx(IOO—foV) o Z—f=x(*"*y+100)
Z—‘: = y(150 — x — 6Y) % = y(=x* = y* +2500)
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13.

15.

17.

18.
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& rcx =y 440 12. 2 (a1 160)
Z—f = y(—x? — y? +2500) % = y(—x? — y* +2500)
d; = x(~8x — 6y + 480) 14. %=x(2—x—y)

% = y(=x? — y2 4 2500) ‘Z =y -xH
Z—f:x(Z—x—y} 16. %=X(X—l)
%:y(y-—x) %=y(x2—y‘)

Considere el sistema

dx_ 3

dt

dy 2
Z y+y.

El sistema tiene puntos de equilibrio en (0, 0) y (0, 1).
(a) Encuentre el sistema linearizado en (0, 0).

(b) Determine los eigenvalores y eigenvectores y dibuje el plano fase del sistema li-
nearizado en (0, 0).

(c) Encuentre el sistema linearizado en (0, 1).
(d) Calcule los eigenvalores y eigenvectores y esboce el plano fase del sistema linea-
rizado en (0, 1).

(e) Bosqueje el plano fase del sistema no lineal. [Sugerencia: El sistema se desaco-
pla; dibuje entonces primero una linea fase para cada una de las ecuaciones indi-
viduales.]

(f) (Por qué se ven tan diferentes los planos fase para los sistemas lineales y no li-
neal cerca de los puntos de equilibrio?

Si un sistema no lineal depende de un pardmetro, entonces los puntos de equilibrio
pueden cambiar cuando varfa el pardmetro. En otras palabras, cuando éste se modifi-
ca puede ocurrir una bifurcacién. Considere la familia paramétrica

d

ax =x’—a

dt

dy 2
A D,
dt YT+

donde a es el pardmetro.

(a) Demuestre que el sistema no tiene puntos de equilibrio si a < 0.
(b) Compruebe que tiene dos puntos de equilibrio si a > 0.

(c¢) Demuestre que sélo posee un punto de equilibrio si a = 0.

(d) Encuentre la linearizacién del punto de equilibrio para a = 0 y calcule los eigen-
valores de este sistema lineal.
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19.

Observacién: Cuando el pardmetro a crece desde a = 0, el sistema cambia de cero a
dos puntos de equilibrio. Decimos que el sistema tiene una bifurcacién en a = 0y que
a = 0 es un valor de bifurcacién del pardmetro.

Para continuar el estudio del sistema no lineal dado en el ejercicio 18,

(a) use el campo de direcciones para esbozar el plano fase para el sistemasia = —1

i

(b) emplee el campo de direcciones y la linearizacién en el punto de equilibrio para
bosquejar el plano fase paraa = 0, y

(¢) utilice el campo de direcciones y la linearizacién en los puntos de equilibrio para
dibujar el plano fase paraa = 1.

Observacién: La transicién de un sistema sin puntos de equilibrio a otro con un pun-
to silla y un sumidero, a través de un punto de equilibrio con cero como eigenvalor,
es tipica de bifurcaciones que generan puntos de equilibrio.

En los ejercicios 20-25, cada sistema depende del pardmetro a. En cada ejercicio,

(a)

(b)

(0

20.

22.

24,

26.

encuentre los puntos de equilibrio,
determine todos los valores de a donde ocurre una bifurcacién, y

en un corto parrafo completo con figuras, describa el plano fase en, antes y después
de cada valor de bifurcacién.

dx 2 21. dx 5
Ty Ly —
dt Y dt Y
d
—y:y—a d—y=
dt - dt
dx 2 23. dx 3
@ = a YT
d
—y=y—x—a d—y=y—x
dt dt
dx 3 25. dx 2
Z=y—x +a d—:y—x +a
dy 2 dy 2
dt-y+x a E_y+x
El sistema

d

d—f=x(—x—y+70)

dy

22— y(=2x —

R y(=2x —y+a)

8 un modelo para un par de especies en competencia, en el cual dy/dt depende del pa-

~ rdmetro a. Encuentre los dos valores de bifurcacién de a. Describa el destino de las

poblaciones x y y antes y después de cada bifurcacién.
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Suponga que dos especies X y Y se introducirdn a una isla. Se sabe que ambas com-
piten entre si, pero se desconoce la naturaleza precisa de su interaccién. Suponemos

que las poblaciones x(¢) y y(¢) de X y Y, respectivamente, son modeladas por un siste-
ma

D fy)
ar )
dy _

E——g(%)’)-

(a) Suponga f(0, 0) = g(0, 0) = 0; esto significa que (0, 0) es un punto de equilibrio.
(C6mo correlacionaria esto con la capacidad de X y Y para migrar a la isla?

(b) Si una pequefa poblacién esta formada por una sola especie que se reproduce ra-
pidamente, ;qué puede concluir acerca de los valores de dffdx y dg/dy en (0, 0)?

(c) Como X'y Y compiten por los recursos, la presencia de cualquiera de las especies
disminuird la razén de crecimiento de la otra poblacién. ;Nos dice algo lo ante-
rior acerca de dffdy y dg/dx en (0, 0)?

(d) Usando las hipétesis de los incisos (a) al (c), ;qué tipo(s) de punto de equilibrio
serfa (0, 0)? [Podria haber mas de una posibilidad. Especifiquelas todas.]

(e) Para cada una de las posibilidades del inciso (d), esboce un plano fase cerca de
(0, 0).

Justifique todas sus respuestas.

Para las dos especies X y Y del ejercicio 27, suponga que tanto X como Y se reprodu-
cen muy lentamente, y que la competencia entre ambas es muy intensa.

(a) (Qué puede usted concluir acerca de df/dx y dg/dy en (0, 0)?

(b) ;Cudl es su conclusién respecto de df/dy y dg/dx en (0, 0)?

(c) (Qué tipo(s) de punto de equilibrio puede ser (0, 0)? [Puede haber més dec una
probabilidad. Si es asi, especifiquelas todas.]

(d) Para cada una de las posibilidades anotadas en el inciso (c), esboce un plano fase
cerca de (0, 0).

Recuerde justificar todas sus respuestas.

Para las especies X y Y de los ejercicios 27 y 28, supongamos que X se reproduce muy
rdpidamente en la isla si no hay ninguna Y presente, y que la especie Y se reproduce
lentamente si no hay ninguna X presente. También considere que la tasa de crecimien-

to de X disminuye significativamente por la presencia de Y, pero que Y es indiferente
a la poblacién de X.

(a) ;Qué puede decir acerca de df/ox y dg/dy en (0, 0)?
(b) ;Y respecto de df/dy y dg/ox en (0, 0)?

(¢) ¢Cudles son los posibles tipos del punto de equilibrio en (0, 0)? [Puede haber mas
de una probabilidad. Si es asi, especifiquelas todas.]

(d) Para cada uno de los tipos anteriores, dibuje el plano fase cerca de (0, 0).

Justifique todas sus respuestas.
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30. Imagine que dos pafses similares ¥y Z estdn comprometidos en una carrera armamen-
tista. Sean y(#) y z(f) el tamafio de los acopios de armamentos de Y y Z, respectiva-
mente. Modelamos la situacién con el sistema de ecuaciones diferenciales

% =h(y,2)
%j— =k(y,2).
Suponga que todo lo que sabemos acerca de las funciones 4 y k son las dos hipétesis:
(i) Si el acopio de armas del pais Z no estd cambiando, entonces cualquier in-
cremento en el acopio de ¥ da como resultado un decremento en la razén de
aumento de produccién de armas del pafs Y. Lo mismo es cierto para el pais Z.
(ii) Si cualquier pais aumenta su acopio, el otro responde incrementando su razén
de produccién de armas.
(a) ;Qué implican las hipétesis respecto de oh/dy y 0k/dz?
(b) ¢ Y qué implican acerca de 0h/dz y ok/dy?
(¢) ¢Qué puntos de equilibrio son posibles para este sistema? Justifique su respuesta.
[Sugerencia: Suponga que tiene un punto de equilibrio. ;Qué implican sus resul-
tados en los incisos(a) y (b) acerca de la matriz jacobiana en ese punto?]

5.2 ANALISIS CUALITATIVO

El proceso de linearizacién analizado en la seccién 5.1 nos da un procedimiento bastante
efectivo para entender el comportamiento de las soluciones de un sistema no lineal cerca
de un punto de equilibrio. Desafortunadamente, la informacién “local” que proporciona
sélo puede usarse cerca de puntos de equilibrio. (Hacer predicciones basadas en lineari-
zaciones lejanas de los puntos de equilibrio puede acarrear consecuencias drdsticas; vea
la secci6n 4.5.)

Hasta ahora nuestros tinicos procedimientos generales para el estudio del compor-
tamiento de los sistemas no lineales lejos de los puntos de equilibrio son numéricos. Es
cierto que el estudio numérico cuidadoso de un sistema puede dar considerable informa-
ci6én acerca del comportamiento de sus soluciones. Sin embargo, es dificil saber si se han
probado las condiciones iniciales suficientes para observar todos los posibles comporta-
mientos de las soluciones. En esta seccién desarrollaremos algunos procedimientos cuali-
tativos que pueden combinarse con linearizaciones y métodos numéricos.

Especies en competencia

Recuerde el sistema

dx —2x<1~—%)—xy

i
%=3y(1~§)—2xy,

donde x y y son poblaciones de dos especies que compiten por recursos (vea la seccién
5.1).

En la secci6n 5.1 determinamos que los puntos de equilibrio son (0, 0), (0, 3), (2, 0)
y (1, 1). Por linearizacién, encontramos que el punto (1, 1) es un punto silla. Hay una cur-
va cuyas soluciones se acercan a (1, 1) cuando ¢t — oo, y ademds separa el plano fase en
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dos regiones. El uso de métodos numéricos sugiere que soluciones que no tienden a (1, 1),
lo hacen hacia (0, 3) 0 a (2, 0) cuando ¢ crece (vea la figura 5.12). Para verificar esta ob-
servacién y entender mejor el comportamiento de las soluciones, veremos con mas deta-
lle el campo de direcciones.

y Figura 5.12
Retrato fase para el sistema de especies en
competencia

dy
2+ Q3 (1 - X) -

a y 3 2xy.
14 Este retrato fase generado por computadora
sugiere que las soluciones que no tienden a
(1, 1) lo hacen a (0, 3) o a (2, 0).

El campo de direcciones para el sistema de las especies en competencia estd esbozado en
la figura 5.13. Podemos emplearla para hacer un bosquejo de las curvas solucién, pero con
un poco mds de andlisis cualitativo es posible dar una imagen mucho mds completa del
comportamiento de las soluciones. Una herramienta para este analisis es la nulclinal.

DEFINICION Para el sistema

dx
:17 "‘f(xi y)
dy
ar =g(x, y),

la nulclinal x es el conjunto de puntos (x, y) donde f(x, y) es cero, es decir, la curva de ni-
vel donde f(x, y) es cero. La nulclinal y es el conjunto de puntos donde g(x, y) es cero.

y Figura 5.13
b 4 4 4 4 4 4 Campo de direcciones para el sistema de
L Y A A A A A4 especies en competencia
? /‘I‘I‘I/KIII////
YA AT MMM AP, d_"=zx(1_£)_xy
M, dt 2
L SRV PP A 4y _4 (1_2)_2x
Vx4 e 2, = 3 b
P t xS “
1-..7 f r"(,’/‘(,/", Es dificil juzgar el comportamiento a largo
[V I A 4 . 4 R RN plazo de las soluciones sélo a partir del
,’ ," _;“ Yy & e campo de direcciones,
L & & <«
-t et X
1 2 3
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Alo largo de la nulclinal x, la componente x es cero y en consecuencia el campo
vectorial es vertical. Indica hacia arriba o hacia abajo. De modo similar, sobre la nulclinal
v, la componente y es cero, por lo que el campo vectorial es horizontal. Sefiala hacia la iz-
quierda o la derecha. Como f(x, y) y g(x, y) deben ser cero en un punto de equilibrio, las
intersecciones de las nulclinales estdn en esos puntos.

Para mostrar cémo emplear las nulclinales en el andlisis cualitativo de sistemas,
consideremos nuestro ejemplo de especies en competencia

%—?:h(l—-%)—xy

dy y

Z=3y(1-3) - 2%

a = \Im3) 72y

Recuerde que sélo nos interesa saber qué sucede en el primer cuadrante (x, y = 0), ya que
éste es un modelo de poblacién. La nulclinal x es el conjunto de puntos (x, y) que satis-
facen

%:2)((1—%)—)@:0.

Como esta ecuacién es equivalente a x(2 — x — y) = 0, la nulclinal x consiste en dos li-
neas, x = 0 yy = —x + 2. Sobre esas lineas la componente x del campo vectorial es ce-
ro. Entonces, el campo vectorial es vertical a lo largo de esas lineas. En el resto del plano
fase, la componente x es o positiva o negativa. Si dx/dt > 0, las soluciones se mueven ha-
cia la derecha; si dx/dt < 0, se desplazan a la izquierda. En la figura 5.14 marcamos par-
te de la nulclinal x con lineas verticales para no olvidar que a lo largo de ésta el campo
vectorial es vertical. Podemos rotular las regiones fuera de la nulclinal x como “derecha”
o0 “izquierda”, dependiendo de que dx/dt sea positiva o negativa.

De manera semejante, la nulclinal y es la serie de puntos donde dy/dt = 0. Este es
el conjunto de puntos que satisfacen

3y(1—§)~2xy=y(3~y-2x)=0.

Esta serie también consiste en dos lineas, y = 0y y = —2x -+ 3. Sobre éstas, la compo-
nente y del campo vectorial es cero, por lo que aqui el campo vectorial es horizontal. So-
bre el resto del plano fase, si dy/dt > 0 las soluciones se mueven hacia arriba, o bien, si
dyldt < 0 las soluciones se mueven hacia abajo. En la figura 5.15 marcamos parte de Ia
nulclinal y con segmentos horizontales, como recordatorio de que a lo largo de ésta el
campo vectorial es horizontal. Resaltamos las regiones fuera de la nulclinal y como “arri-
ba” o “abajo”, dependiendo del signo de dy/dt.

Anadlisis usando nuliclinales

En la figura 5.16 combinamos las nulclinales x y y. Los puntos de equilibrio ocurren en
las intersecciones de éstas. Las nulclinales dividen el primer cuadrante en cuatro regiones
designadas A, B, C y D. Podemos usar esta figura para hacer un andlisis detallado del
comportamiento de las soluciones de este sistema.
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Figura 5.14 Figura 5.15

Las nulclinales x para el sistema Las nulclinales y para el sistema
dx x dx x
Z:Zx(l—i)—xy E:Zx(lfi)*xy
dy y dy y
— =3 — =) —2xy. — =3y (1 -3} —2xy.
ar =77 (1 3) 2xy = (1 3) Y

Primero consideremos la regién triangular A (vea la figura 5.16). El segmento 0 <
¥ < 3 sobre ¢l eje y es una curva solucién, y el campo vectorial sobre los otros dos lados
de A sefialan hacia la regién A. Por consiguiente, una solucién que comience en esta
region en el tiempo cero permanecerd ahf para todo tiempo positivo. No hay manera de
que pueda salir. A se encuentra en las regiones “izquierda” (dx/dt < 0) y “superior”
(dy/dt > 0) del plano fase, por lo que podemos marcarla “izquierda-superior”. Es decir,
cuando ¢ se incrementa, las soluciones que se encuentran en A deben moverse hacia la es-
quina superior-izquierda de la region, hacia el punto de equilibrio (0, 3).

Figura 5.16
Las nulclinales x y y para

%—:2x(1—%)—xv
(i) 2

Las nulclinales dividen el primer cuadrante
en cuatro regiones marcadas como A, B, C
y D.
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De la misma manera, las soluciones tampoco pueden salir de la region B y se mue-
ven “derecha-abajo” cuando # crece. Por tanto, todas las que se encuentran en dicha regién
tienden al punto de equilibrio (2, 0) cuando 7 se incrementa. En la figura 5.17 mostramos
dos soluciones del modelo de las especies en competencia junto con sus graficas x(¢) y
).

Las soluciones en la regién C se mueven “hacia arriba y hacia la derecha”. Con esas
soluciones pueden suceder tres cosas: o salen de la regién C y entran a A, o salende C y
entran a B o se aproximan al punto de equilibrio (1, 1). Como este tltimo es un punto si-
1la, las soluciones que entran a A quedan divididas de las que entran a B por la separatriz
estable de (1, 1).

Asimismo, las soluciones en la regién D se mueven hacia la izquierda y hacia aba-
jo, y tienden hacia las regiones A 'y B o al punto de equilibrio (1, 1). Nuevamente la sepa-
ratriz estable de (1, 1) separa las soluciones que entran a A, y tienden a (0, 3) de aquellas
que entran a B y se acercan a (2, 0).

Este andlisis nos da un retrato cualitativo bastante completo del comportamiento de
las soluciones del modelo de las especies en competencia. Sabemos que la mayor parte
de las soluciones tienden a una poblacién de equilibrio con una especie extinta y la otra
en su capacidad de soporte (vea la figura 5.17). La separatriz estable del punto silla (1, 1)
divide los dos comportamientos de largo plazo.
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Figura 5.17
Dos soluciones en el plano fase para el sistema de especies en competencia anterior con sus
correspondientes gréficas x(f) y y(1).
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Observaciones importantes

En este ejemplo ambas nulclinales consisten en lineas rectas. Pero, por lo general, pueden
ser cualquier tipo de curva, y pronto estudiaremos esos casos.

Observe también que en este ejemplo hay dos tipos muy diferentes de nuiclinales.
Para las que se encuentran a lo largo de los ejes x y y, el campo vectorial fue (por coinci-
dencia) tangente a esas lineas. En consecuencia, las soluciones que comienzan sobre esas
lincas permanecen en ellas para siempre. Podemos usar los procedimientos de la seccidn
1.6 para analizarlas completamente, ya que esas nulclinales son en realidad lineas fase pa-
ra una ecuacién unidimensional.

En este ejemplo, el campo vectorial no es tangente a las otras dos nulclinales, sino
que traza la trayectoria de éstas; dichas lineas, a su vez, s6lo nos dan informacién acerca
de la direccion de las soluciones cuando cruzan la nulclinal.

En particular, es importante notar la diferencia entre una solucién de linea recta (co-
mo se vio en el capitulo 3) y una nulclinal. La primera es una curva solucién que corres-
ponde a un eigenvector real para un sistema lineal. Una nulclinal es una curva a lo largo
de la cual el campo vectorial es puramente horizontal o vertical. Es posible que una nul-
clinal y una solucién de linea recta coincidan para algunos sistemas lineales, pero en ge-
neral son diferentes.

Nulclinales que no son lineas

Como un ejemplo algo més complicado de c6mo se usan las nulclinales, considere
dx X
L (1-%) -y
ar - U)W

dy (9 2
dt _)(ﬁ—l_})_x“\"

Atin podemos interpretarlo como un modelo de especies en competencia, porque la razén
de crecimiento de cada una de ellas decrece cuando la otra poblacién se incrementa. En
este modelo, las complicaciones adicionales en la ecuacion dy/dt son con el fin de ilus-
trar nuestros procedimientos. Como es usual con los modelos de poblacién, sélo conside-
ramos las soluciones en el primer cuadrante.

La nulclinal x satisface la ecuacién

x2—x—y)=0,

que consta de las dos lineas x = 0y y = —x + 2. La nulclinal y es el conjunto de puntos

(%, ¥) que satisface
9
2.2
(=22 + =) =0
}( * Y 4)

Esos puntos se encuentran sobre la lineay = 0 o sobre el circulo x2 + y? = 9/4 = (3/2)2.
Los puntos de interseccion de las nulelinales x y y dan los puntos de equilibrio (0, 0),
(0,3/2), (1 + V2/4, 1 — V2/4) = (1.35,0.65), (1 — V24,1 + V2/4) ~ (0.65, 1.35) y



428 CAPITULO 5 Sistemas no lineales

(2, 0) (vea la figura 5.18). (El punto (0, —3/2) es también un punto de equilibrio, pero co-
mo se encuentra fuera del primer cuadrante, no es importante para nuestro andlisis.)

Como en el ejemplo previo, los ejes x y y consisten en curvas solucién. Siy = 0,
entonces dy/dt = 0y tenemos

7 =>(-3)

que es la misma ecuacién logistica que en el ejemplo previo. Si x = 0, tenemos dx/dt =

Oy
dy > 9
thy< Y +Z)'

La linea fase para dy/dt = y(—y? + 9/4) tiene puntos de equilibrioeny = 0,y = 3/2 (y
y = —3/2 pero no estamos considerando y < 0). Sobre la linea fase, y = 0 es una fuente
y y = 3/2 es un sumidero (vea la figura 5.19).

Las nulclinales x y y dividen el primer cuadrante en cinco regiones marcadas como
A, B,C,DyE enlafigura 5.18. Una solucién que entra en A, B o C permanece ahi cuan-
do ¢ crece, ya que el campo vectorial sobre las fronteras de esas regiones nunca sefiala ha-
cia afuera de ellas. Cuando marcamos las regiones con la direccién del campo vectorial
(como “verticalmente hacia arriba” en la regién D), vemos que las soluciones en Ay B
tienden hacia el punto de equilibrio (0.65, 1.35), mientras que aquellas en la regién C tien-
den hacia (2, 0). En la figura 5.19 esbozamos el plano fase y las graficas x(#) y y(t) para
dos de esas soluciones. Cuando éstas se encuentran en D y E, entran a una de las regiones
A, B o C o tienden a uno de los puntos de equilibrio (0.65, 1.35) o (1.35, 0.65). De nue-
va cuenta, tenemos soluciones separatrices que dividen las soluciones que tienden a (0.6,
1.35) de las que se aproximan a (2, 0). Linearizando en (1.35, 0.65), podemos confirmar
que se trata de un punto silla.

Usando anlisis cualitativo que implique las nulclinales, podemos concluir que todas
las soluciones en este modelo tienden hacia puntos de equilibrio conforme ¢ aumenta,
igual que en el modelo previo. La seleccién de hacia qué punto de equilibrio tiende la solu-
ci6n depende de la localizacién de la condicién inicial. A diferencia del ejemplo previo,
hay un conjunto grande de soluciones que se acercan al punto de equilibrio (0.65, 1.35),
donde las poblaciones de ambas especies son positivas (coexistencia mutua). Las tnicas
soluciones que se aproximan al punto de equilibrio (0, 3/2), son aquellas sobre el eje y.

y Figura 5.18
Nulclinales para el sistema

Z—/;=Zx(l—%)-xy

dy (9 2
dt—y(4 y) x“y.

Las nulclinales separan el primer cuadrante
en cinco regiones.
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Figura 5.19

Plano fase para el sistema de especies en competencia con las graficas x(t) y y(¢) para las
soluciones indicadas.

Por otra parte, hay un conjunto grande de condiciones iniciales que dan soluciones cerca-
nas al punto de equilibrio (2, 0), donde la especie y estd extinta y la x estd en su capaci-
dad de soporte.

Coémo emplear todas nuestras herramientas

Considere el sistema

dx . 3
ar YA
dy

— = —0.5x.

d *

En el estudio de las células nerviosas aparecen sistemas de esta forma. Haciendo
una analogfa, la variable x(z) representa el voltaje a través de la frontera de una célula ner-
viosa en el tiempo ¢, y y(f) simboliza la permeabilidad de la pared de la célula en el tiem-
po ¢. Un cambio rdpido en x corresponde a la célula nerviosa “disparando”.

Informacion obtenida a partir de las nulclinales

La nulclinal x para este sistema es y = —x + x3, Arriba de esta curva, la componente x del
campo vectorial es positiva y debajo es negativa. Por consiguiente, arriba de la nulclinal
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x las soluciones se mueven hacia la derecha, y abajo se desplazan hacia la izquierda. La
nulclinal y es la linea x = 0, es decir el eje y. A 1a derecha de ésta tenemos dy/dt <Oy a
la izquierda tenemos dy/dt > 0. Por consiguiente, en la mitad derecha del plano fase las
soluciones se mueven hacia abajo, y en la mitad izquierda del plano las soluciones se re-
corren hacia arriba (vea la figura 5.20). Las nulclinales x y y dividen el plano fase en cuatro
regiones. Usando el anélisis cualitativo anterior, podemos concluir que todas las solucio-
nes deben circular siguiendo el sentido de las manecillas del reloj alrededor del origen,
que es el tnico punto de equilibrio del sistema (vea la figura 5.21).

Informacién obtenida a partir de la linearizacién

El sistema linearizado en el origen es

P
Jusa
dt Y
dy
— =-0.5x
dt ’
que tiene los eigenvalores (1 % i)/2. Por tanto, el origen es una fuente espiral.

Este andlisis es aplicable sélo cerca del origen. Como el término que cancelamos pa-
ra obtener la linearizaci6n es —x3, la aproximacién lineal ya no es valida una vez que es-

te término tiene tamaiio significativo. Cuando la magnitud de x> es comparable a x, no es
seguro usar la linearizacién para estudiar el sistema no lineal.

y
y
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Figura 5.20 Figura 5.21
Las nulclinales x y y para el sistema Soluciones del sistema
dx ‘
dx 3 —=x+y- x3
—=x4+y—x dt
dt d
Y
dy — = —0.5x.
— = —0.5x. dt
dt
Observe que las soluciones con condiciones
Las nulclinales para este sistema separan el iniciales cerca del origen se desplazan en
plano en cuatro regiones. espiral hacia afuera, mientras que aquellas

con condiciones iniciales lejos del origen se
mueven en espiral hacia adentro.
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Informacién obtenida a partir de las aproximaciones numéricas
de las soluciones

Para tener una idea mds detallada del comportamiento de las soluciones de este sistema,
usamos métodos numéricos para calcularlas. De la linearizacién sabemos que las condi-
ciones iniciales cerca del origen dan soluciones que se mueven en espiral hacia afuera. Si
tomamos una condicion inicial lejos del origen, los métodos numéricos muestran que la
solucién se desplaza en espiral hacia adentro.

Del teorema de unicidad sabemos que las curvas solucién nunca se cruzan. Por con-
siguiente, las soluciones que se inician cerca del origen al final cesan su movimiento en
espiral hacia afuera; de otra manera, cruzarian a las soluciones que se mueven en espiral
hacia adentro. Entre las soluciones con desplazamiento en espiral hacia afuera o hacia
adentro, debe haber por lo menos una solucién que no se mueva en espiral ni hacia aden-
tro ni hacia afuera. Esta solucién es peri6dica. La evidencia numérica indica que s6lo una
posee esta caracterfstica y que todas las otras soluciones (excepto la de equilibrio en el ori-
gen) se mueven en espiral hacia esta solucién periédica. En la figura 5.22 se muestran las
gréficas x(#) y y(#) de dos soluciones. De este retrato vemos que ambas convergen hacia el
mismo tipo de comportamiento peri6dico.

X,y x(t) Figura 5.22
Las gréficas x(¢) y y(¢) para dos soluciones
del sistema

R t dx _ 3
10 20 2 STy
—14+ ﬁi_)_i = —0.5x.
¥ dt

La condicién inicial para la primera solucién
estd cerca del origen, mientras que para la
segunda se encuentra fuera de la curva
solucién asociada a la solucién periddica.
Note que ambas gréficas indican que esas dos
soluciones se comportan de la misma manera
a largo plazo.

Caja de herramientas matematicas

En esta seccién hemos analizado tres sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden
usando procedimientos analiticos, cualitativos y numéricos. Como hemos visto, este ana-
lisis es mucho més dificil que el andlisis de ecuaciones diferenciales con una sola varia-
ble dependiente. Necesitamos muchos tipos diferentes de métodos para tratar sistemas, y
debemos estar dispuestos a usar el que sea apropiado. Como en cualquier oficio, la habi-
lidad para escoger la herramienta adecuada para determinado problema es una habilidad
crucial.
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EJERCICIOS PARA LA SECCION 5.2

En los ejercicios 1-3, esboce las nulclinales x y y de los sistemas especificados. Usando la
direccién del campo vectorial entre las nulclinales, describa el posible destino de las cur-
vas solucién correspondientes a las condiciones iniciales (a), (b) y (c).

1 2. d 3. d
i—j:Z—x—y d—):=2—x-—y —=x(x—-1)
dy _ 2 dy _ Yy _ .2
a7 ar =Y a7
@xo=2y=1 @x=-1Ly=1 @x=-1y=0
) xo=0,y=—1 M) xo=2,y=1 (b)x0=038,y0=0
©x=0,%0=0 ©x0=2,y=2 ©@x=1Ly=3

4. Considere el sistema Volterra-Lotka, que es un modelo de dos especies en competen-
cia,

dx
— =x(—Ax— B C
ar x(—Ax y+C)
dy
2 —y(-Dx—Ey+F
i y(—Dx y+ F)

donde x, y = 0 y donde los pardmetros A — F son todos positivos.

(a) ;Puede haber mds de un punto de equilibrio para el cual x > 0y y > 0 (es decir,
donde las especies “coexistan en equilibrio”)? Si es asf, dé un ejemplo de tales va-
lores de A a F. Si no, ;por qué no?

(b) ;Qué condicién sobre los pardmetros A a F garantiza que hay por lo menos un
punto de equilibrio con x > 0y y > 0?

En los ejercicios 5-14, restringimos la atencién al primer cuadrante (x, y = 0). Para cada
sistema,

(a) esboce las nulclinales,
(b) bosqueje el plano fase, y

(¢) en un parrafo breve describa los posibles comportamientos de las soluciones. [Suge-
rencia: Use la informacién obtenida en los ejercicios 7-16 de la seccién 5.1.]

%—t:x(ﬁx—3y+150) 6 ‘%”(10—""”
%=y(-2x_y+100) d—f=y(30—2x—y,)

7 #:x(lOO—x—Z)’) > %Ix(‘x'y“oo)
Y 150 -x -6y =y =y 42500)

dt
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% i—f:x(—x—y+40) 10. ‘ji—’t‘=x(—4x—y+160)
Z—f = y(=x? — y* +2500) j—f = y(—x% — y? 4 2500)
1L %:x(—Sx—6y+480) 12. i—:zx(2—x—y)
-Z—f = y(=x* — y* +2500) % =y(y—x%
13. %:x&—x—y) 14. 2_;:)‘("“1)
~i‘%=y(y~J6) %=y(x2—y)
15. E] sistema Volterra-Lotka de ecuaciones diferenciales para especies en competen-
ciaes
‘;,—f =x(—Ax - By+C)
% =y(—Dx — Ey+ F),

donde x, y = 0 y ninguno de los pardmetros A-F son negativos.
Algunas especies viven de manera “cooperativa”, es decir, cada especie ayuda a
la otra a sobrevivir y prosperar (por ejemplo, las flores y las abejas).

(a) {Cémo alteraria usted el sistema Volterra-Lotka descrito antes para dar una forma
general a un conjunto de sistemas que modelen especies cooperativas?

(b) (Qué aspecto tienen las nulclinales para su sistema cooperativo? ;Hay tres pun-
tos de equilibrio? ;Hay condiciones sobre los pardmetros que garanticen que hay
puntos de equilibrio con x y y positivas?

Los ejercicios 16-20 se refieren a los modelos de las reacciones quimicas creadas en los
ejercicios 25-30 de la seccién 2.1. Aqui a(?) es la cantidad de sustancia A en una solucién
y b(t) es la cantidad de sustancia B en una solucién en el tiempo ¢. S6lo tenemos que con-
siderar a(f) y b() no negativas.

Para cada sistema,

(a) esboce las nulclinales y dibuje el campo vectorial a lo largo de éstas;

(b) en el plano fase, marque las regiones ab creadas por las nulclinales y determine en
qué direccidn general sefiala el campo vectorial en cada region (es decir, creciente o
decreciente g, creciente o decreciente b), y

(c) identifique las regiones de las que las soluciones no pueden salir y determine el des-
tino de las soluciones en esas regiones cuando pasa el tiempo.

16. da _ ab 17. da _ ab
a2 dr 2
db ab db _ 3 ab

a2 a2 2
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18. da ‘ab  a? 19. da ab  b?
R — =2 — 4+ —
dr 2 3 dt 2 3
db 3  ab db 3 ab b2
dt 2 2 a2 2 3
20. da 5 ab  2ab?
dr 2 3

db 3 ab ab®

de 2 2 3

Los ejercicios 21-23 se refieren al sistema

dx_’

a Y

day
—):x—xz.
dt

21. Esboce las nulclinales y encuentre la direccién del campo vectorial a lo largo de és-
tas.

22. Demuestre que por lo menos existe una solucién en cada uno de los cuadrantes segun-
do y cuarto que tienden al origen cuando ¢ — o=. Compruebe lo mismo para los cua-
drantes primero y tercero, pero la solucidn tiende al origen cuando t — —eo.

23. Encuentre el sistema linearizado cerca de los puntos de equilibrio (0, 0) y (1, 0). Use
la informacién obtenida de los sistemas linearizados y de los ejercicios 21 y 22 para
describir el plano fase. ;Cudles son sus dudas acerca del plano fase?

5.3 SISTEMAS HAMILTONIANOS

Como hemos recalcado varias veces, los sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales
son casi imposible de resolver explicitamente. También hemos visto que las curvas solu-
cién de los sistemas pueden comportarse de muchas maneras diferentes y que no hay pro-
cedimientos cualitativos que funcionen en todos los casos. Afortunadamente, hay ciertos
tipos de sistemas no lineales que aparecen a menudo en la préctica, y para los que existen
procedimientos especiales que nos permiten entender en alguna medida el plano fase. En
ésta y en la siguiente seccidn analizaremos dos de esos tipos especiales de sistemas no li-
neales. Pero primero haremos una pausa para ofr una pequefia historia.

Cémo nacid este libro

Pablo y Genaro han estado escribiendo un libro de texto sobre ecuaciones diferenciales
durante los tltimos diez afios. Quieren que su libro esté lleno de ideas nuevas, ingeniosas
y brillantes sobre las ecuaciones diferenciales, pero han encontrado que resulta muy difi-
cil aportar nuevas ideas.

Mais problematico para ellos es la siguiente observacion que han hecho a lo largo de
los afios. Siempre que Pablo llega a la oficina en la mafiana con una idea nueva e ingenio-
sa, ambos trabajan asiduamente en ella, pero por lo general no fructifica. Entonces su en-
tusiasmo decrece, y con ello su creatividad. Por otra parte, siempre que Genaro ilega en
la mafiana con una nueva idea, sin importar qué tan trivial sea ésta, sucede algo diferen-
te. Ambos trabajan en la idea arduamente. Algunas veces el entusiasmo de Pablo decrece,
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pero Genaro siempre estd animado. Hay un buen intercambio y nunca cesan de trabajar.
Algo resulta de la idea y el libro progresa. Esto es lo que molesta a Pablo y a Genaro. ;Por
qué debe depender tan criticamente su energfa creativa de quién tuvo la primera idea?
Ellos deciden modelar su aprieto con un sistema de ecuaciones diferenciales.

Sean x(f) y y(¢) los niveles de entusiasmo de Genaro y Pablo en el tiempo ¢, respec-
tivamente. Sin embargo, x(t) y y(¢) son dificiles de medir debido a una falta de unidades
estandarizadas de entusiasmo; pero es claro que y(f) > 0 indica que Pablo es entusiasta,
mientras que y(f) < 0 significa que Pablo es apético. Cuando y(f) = 0, Pablo permanece
sentado, ni feliz ni triste, y lo mismo ocurre para Genaro.

Ambos han observado que el 4nimo de Genaro cambia a una razén directamente
proporcional al nivel de entusiasmo de Pablo. Cuando Pablo estd emocionado, Genaro se
vuelve mds entusiasta, pero cuando Pablo estd apdtico, Genaro pierde su energia. Una
simple ecuacién que refleja este comportamiento es

dx

T

La situacién de Pablo es un poco mds dificil de categorizar. Cuando Genaro estd me-
dianamente entusiasta, Pablo se pone contento. Pero cuando Genaro estd sumamente emo-
cionado, Pablo empieza a perder entusiasmo. Aparentemente, cuando el torrente de ideas
que emanan de Genaro se vuelve muy grande, a Pablo le da dolor de cabeza y se aisla de
su amigo. Por otra parte, cuando Genaro estd deprimido, Pablo se pone realmente apati-
co. Entonces, para la razén de cambio del entusiasmo de Pablo usamos

La gréfica de dy/dt = x — x? como funci6n de x refleja de manera exacta el nivel de en-
tusiasmo de Pablo (vea la figura 5.23). Podemos ver que dy/dt > 0 si 0 < x < 1, pero se
tendrd dy/dt < 0 de otro modo. '

#

—

Figura 5.23
La gréfica de dy/dt = x — x?
como funcién de x.

El sistema de ecuaciones diferenciales en el que concuerdan es

dx
a7
ﬂ:x—xz.

dt
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El campo de direcciones para este sistema se muestra en la figura 5.24. Hay dos pun-
tos de equilibrio, uno en el origen y otro en x = 1, y = 0. El procedimiento de lineariza-
cién de la seccién 5.1 puede usarse para estudiar las soluciones cerca de los puntos de
equilibrio. En el origen, la matriz jacobiana es

01
1 0)°

que tiene los eigenvalores £ 1. Por tanto, el origen es un punto silla.

Figura 5.24

El campo de direcciones para

dx
a7

d
d—i:x—x2

El sistema tiene dos puntos de equilibrio y
por linearizacién sabemos que el punto de
equilibrio en el origen es un punto silla.

El punto de equilibrio en (x, y) = (1, 0) tiene como matriz jacobiana

0 1
-1 0

que tiene los eigenvalores *i. El sistema linearizado es un centro. Como vimos en la sec-
cién 5.1, éste es uno de los casos en que el comportamiento a largo plazo de las solucio-
nes del sistema no lineal cerca del punto de equilibrio no queda completamente determi-
nado por la linearizacién. El comportamiento del sistema no lineal cerca del punto de
equilibrio (1, 0) podria ser el de un sumidero espiral, el de una fuente espiral o el de un
centro.

Las aproximaciones numéricas de las soluciones dan el plano fase mostrado en la
figura 5.25, donde puede observarse un comportamiento muy regular. Las soluciones con
condiciones iniciales cerca de (1, 0) parecen formar lazos cerrados correspondientes a so-
luciones periédicas. También las separatrices inestables y estables que emergen del punto
silla en el origen y se dirigen a los cuadrantes primero y cuarto parecen formar un solo
lazo.

Los procedimientos cualitativos que hemos estudiado hasta ahora no nos permiten
predecir que este sistema tendr tales curvas soluciones regulares. Ademds, ya que las
aproximaciones numéricas de las soluciones s6lo son eso, debemos ser cautos. Distinguir
las curvas solucién que forman lazos cerrados de aquellas que se mueven en espiral muy
lentamente puede ser muy dificil. Nos gustaria tener procedimientos que pudieran usarse
para verificar el comportamiento especial de este sistema.
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Cantidades que se conservan

Pablo y Genaro estaban tan intrigados por el comportamiento de su sistema que decidie-
ron mostrarlo a Roberto. El exclamé que antes habfa visto este sistema y que tenfa una
cantidad que se conservaba. Notando la confusién manifiesta en Pablo y Genaro, explicé:

DEFINICION  Una funcién de valor real H(x, y) de dos variables x y y es una cantidad
conservada para un sistema de ecuaciones diferenciales, si H es constante a lo largo de
todas las curvas solucion del sistema. Es decir, si (x(£), y(*)) es una solucién del sistema,
entonces H(x(#), y(1)) es constante. En otras palabras,

d
EH(X(I)’ y@) =0 =

Roberto recordd que
1 1 1
H(x.y) =~y — ~x% 4 —x3
(x,y) 2y 2x +3x

es una cantidad conservada para el sistema en consideracién. Para comprobarlo, suponga
que (x(1), y(t)) es una solucién del sistema. Calculamos entonces

d 3H dx d0H dy
—H — futid
GOy =5 Y
=(—x+x) - y+y - (x—x?)
=0,

donde la primera igualdad proviene de la regla de la cadena, y la segunda parte del hecho
de que (x(#), y(9)) es una solucidn para reemplazar dx/dt por y y dy/dt por x — x2.

Esto significa que las curvas solucién siempre se encuentran a lo largo de las curvas
de nivel de H, las cuales se muestran en la figura 5.26. Ahi podemos observar que alrede-
dor del punto de equilibrio (1, 0), las curvas de nivel de H forman circulos cerrados y que

Figura 5.25 Figura 5.26
El plano fase del sistema Las curvas de nivel de H. Compare las
curvas solucién mostradas en la figura 5.25
dx =y contra éstas.
dt
dy =x—x2

dr
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las ramas de la curva de nivel, que sale del origen hacia la derecha, se conectan en un la-
zo. Esto concuerda con nuestro analisis del plano fase para el sistema (vea la figura 5.25).

Es muy especial el hecho de que las ramas derechas de las separatrices estable e
inestable del origen formen un solo lazo. Este tipo de curvas solucion es una conexion de
punto silla. Dentro de la conexién del punto silla, todas las curvas solucién son periédi-
cas; pero fuera de ella, todas las soluciones tienen la propiedad de que tanto x(f) como y(t)
tienden a —oo cuando t — . Esto explica, para gran alivio de Pablo y Genaro, por qué su
productividad diaria depende tan cruciclmente de quién tiene la primera idea. Si y(0) > 0 pe-
ro x(0) = 0, la curva solucién tiende al final a x = y = —oo. Pero si x(0) > 0, y(0) = 0
[con x(0) no muy grande], entonces x(¢) y y(f) son periddicas, con x(t) > O para toda . En
la figura 5.27 estén esbozadas las graficas de x(f) y y(t) para condiciones iniciales cerca-
nas a (0, 0).

Esta fue una causa de satisfaccién tan grande para Pablo y Genaro que invitaron a
Roberto a ser coautor de su libro. Roberto acepté a regafiadientes, pero sélo después de
que Genaro y Pablo prometieron escuchar la 6pera Las bodas de Figaro completa.

1 x(1) 1 X

: o IV R YV
—1 y() -1 y(@®)

Figura 5.27
Grificas de x(f) y y(f) vara soluciones con condiciones iniciales y(0) > 0, x(0) = 0y y(0) = 0,
0 < x(0)< 1.

Sistemas hamiltonianos

Lo que hace funcionar el andlisis precedente es el hecho de que el sistema de ecuaciones
diferenciales que modela los niveles de entusiasmo de Genaro y Pablo es un tipo especial
llamado sistema hamiltoniano (en honor del matematico irlandés William Rowan Hamil-
ton [1805-1865]).

DEFINICION Un sistema de ecuaciones diferenciales se llama sistema hamiltoniano si
existe una funcién real H(x, y) tal que

dx 0H
dt ~ 3y
dy 9H
dt ~ #x

para toda x y y. La funci6én H se llama la funcidn hamiltoniana para el sistema. =
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Note que H es una cantidad que siempre se conserva para un sistema como éste. Po-
demos verificar lo anterior si consideramos que (x(#), ¥(1)) es cualquier solucién del siste-
ma. Entonces

d 0H dx 0H dy
ZH (1)) = ——m g2
g Oy = T s

__0H (3H +8H oH
T 9x \ dy dy ox

=0.

La primera igualdad es la regla de la cadena y la segunda aplica el hecho de que el siste-

ma es hamiltoniano y que (x(), y(f)) es una solucién para reemplazar dx/dt por 0H/dy y
dyldt por —dH/ox.

Entonces, igual que antes, las curvas soluci6n del sistema se encuentran a lo largo
de las curvas de nivel de H. Esbozar el plano fase para un sistema hamiltoniano es lo mis-
mo que dibujar los conjuntos de nivel de la funcién hamiltoniana.

Ejemplos de sistemas hamiltonianos: el oscilador arménico

Recuerde que el sistema del oscilador arménico no amortiguado es

dy
Loy
dt
dv _
a -
donde g es un constante positiva. Si hacemos
1 g
Hy,v) = 1* + 132,
v FVT 5y
entonces
dy dH
2y ==
dt v
y
dv _ 0H
a - T Ty

Por tanto el sistema del oscilador arménico no amortiguado es un sistema hamiltoniano.
Los conjuntos de nivel de la funcién H son elipses en el plano y-v que corresponden al re-
trato del plano fase de las soluciones del oscilador arménico no amortiguado (vea la sec-
cién 3.4). Esta funcién hamiltoniana también se denomina la funcién de energia para el
oscilador.

El péndulo no lineal

Consideremos un péndulo hecho de una barra rigida ligera, cuya longitud es ! con una bola
en un extremo de masa m. La bola se llama lentejuela y la barra rigida se llama el brazo
del péndulo. Suponemos que toda la masa del péndulo esta en la lentejuela, desprecigndo-
se la masa de la barra. El otro extremo de la barra rigida estd unida a la pared, de manera
que ésta puede girar un circulo entero en un plano perpendicular al suelo. La posicién de
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Figura 5.28

Un péndulo

con longitud de barra
[y dngulo 6.

la lentejuela en el tiempo ¢ estd dada por un dngulo 6(¢), que escogemos medir en sentido
contrario al de las manecillas del reloj con 8 = 0 correspondiente al eje vertical dirigido
hacia abajo (vea la figura 5.28).

Suponemos que sélo hay dos fuerzas actuando sobre el péndulo: la gravedad y la
friccion. La fuerza gravitatoria constante, igual a mg, actda hacia abajo, donde g es la ace-
leraci6n de la gravedad cerca de la Tierra (g = 9.8 m/s?). S6lo la componente de esta fuer-
za, —mg sen 6, tangente al circulo de movimiento, afecta el movimiento del péndulo (vea
la figura 5.29). También hay una fuerza debido a la friccion, que suponemos proporcional
a la velocidad de la lentejuela.

La posicion de la lentejuela en el tiempo ¢ estd dada por el punto (! sen 6(r), —/ cos
6(1)) sobre el circulo de radio ! (recuerde que 6 = 0 corresponde a la vertical hacia aba-
jo). La rapidez de la lentejuela es la longitud del vector velocidad, que es Id6/dt. La com-
ponente de la aceleracién que sefiala la direccién del movimiento de la lentejuela tiene
longitud /d?6/dr?. La fuerza debida a la friccién es proporcional a la velocidad, y estd re-
presentada por —b(ld6/dt), donde b > 0 es un pardmetro que corresponde al coeficiente
de amortiguamiento.

Si combinamos lo anterior con la ley de Newton: “la fuerza es igual a la masa mul-
tiplicada por la aceleracion”, encontramos la ecuacién del movimiento,

d% dé

—bl— — mgsend

| — =
man dt

Podemos escribirla como un sistema no lineal en la manera usual haciendo la velocidad
v = d6/dt. La ecuacién se convierte entonces en

dé —

dr

d b

o = ——uv — =senf
dt m )

Figura 5.29

Descomposicién de la fuerza de gravedad en componentes
a lo largo del brazo del péndulo y tangente al circulo

de movimiento de la lentejuela del péndulo.
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Recuerde que 6 es una variable angular, porlo que 6 = 0, § = 277, § = 4, etc., mi-
den la misma posicién del péndulo cuando éste pasa por su posicién mds baja. Los valo-
res 6 = ar, 37, S, etc., se presentan cuando el péndulo estd en el punto mds alto de su
movimiento circular.

El péndulo ideal

En la practica siempre hay una fuerza debido a la friccién actuando sobre un péndulo. Sin
embargo, de momento supongamos que en este modelo no hay friccién. Es un caso “ideal”
que no ocurre en el mundo real. Pero se trata de un modelo bastante razonable para un
péndulo bien construido y bien lubricado.

Cuando no hay friccién presente, el coeficiente b desaparece. Por conveniencia, di-
gamos que la longitud del brazo del péndulo es unitaria; es decir, suponemos [ = 1. (En
los ejercicios consideramos el efecto de ajustar dicha longitud.) Las ecuaciones de movi-
miento del péndulo ideal con brazo de longitud unitaria son

de
dt
dv
i gsend.

El primer paso es encontrar los puntos de equilibrio. De 1a primera ecuacién debe-
mos tener v = 0y de la segunda sen 8 = 0, de modo que v = 0, 8 = nr, donde n es cual-
quier entero, todos dan puntos de equilibrio. Cuando 6 es un miltiplo par de wy v = 0,
la lentejuela cuelga sin movimiento en posicién vertical, que corresponde al equilibrio pa-
ra el péndulo. Cuando 6 es un miiltiplo impar de 7y v = 0, se tiene también una posicién
de reposo en la que la lentejuela estd perfectamente equilibrada en una posicién vertical.
Este tipo de equilibrio es dificil de ver en la practica: justo cuando se ha logrado equili-
brar al péndulo, algo se mueve y la corriente de aire resultante perturba la posicién de
equilibrio del péndulo, poniéndolo en movimiento en una u otra direccién.

Ahora expondremos un método para determinar cuéndo tratamos con un sistema ha-
miltoniano, y en cualquier caso mostramos ¢6mo calcularlo. De momento usaremos el
método del prestidigitador y afirmamos que las ecuaciones diferenciales para el péndulo
ideal forman un sistema hamiltoniano, con la funcién hamiltoniana dada por

1
H@,v) = Evz — gcosf.

Esto proviene del célculo de las derivadas parciales de H,

H oo dv 0H _ _df
—_— = g S = —— _— = = —.
30 ¢ di’ B dt

Podemos describir la gréfica de la funcién H como sigue: para cada @ fija, el térmi-
no v%/2 implica que la gréfica de H es una parabola en la direcci6n de v. Los puntos criti-
cosocurrenenv=10,gsen § =00 6= 0, =7, +27, etc. Los puntos v= 0, § = 0, =2,
*4, etc., son minimos locales, y v = 0, 0 = 7, 3, etc., son puntos silla de la gra-
fica.
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Figura 5.30
Curvas de nivel para el péndulo ideal.

Las curvas de nivel de H estén graficadas en la figura 5.30. Sabemos que el campo
vectorial siempre es tangente a esas curvas. La componente 6 es igual a v, por lo que el
campo vectorial sefiala hacia la derecha cuando v > 0, y hacia la izquierda cuando v < 0.
Si aplicamos esto, podemos asignar direcciones a lo largo de esas curvas y con ello deter-
minar el retrato de fase. Este se muestra en la figura 5.31.

Hay tres tipos diferentes de curvas soluci6n presentes en el retrato del plano fase.
Se muestran esquemdticamente er la figura 5.32 y estdn marcados como A, B y C. Alre-
dedor de los puntos de equilibrio en v= 0, § = 0, =2, *£4, etc., encontramos soluciones
periédicas que se mueven en el mismo sentido que las manecillas del reloj. Esas son las
soluciones tipo A en la figura 5.32. Como el valor #a lo largo de esas curvas solucién nun-
ca alcanza los valores 7, 3, etc., se infiere que el péndulo nunca pasa por la posicion ver-
tical. En consecuencia, lo tinico que hace es oscilar de ida y vuelta periédicamente con los
valores mdximo y minimo de 6, determinados por el punto donde la curva solucién cruza
el eje 6. Este es el movimiento usual que asociamos con un péndulo. La gréfica de &) pa-
ra tal solucién como ésta se muestra en la figura 5.33.

Por otra parte, una curva solucién como la B en la figura 5.32 corresponde al pén-
dulo girando para siempre en senfido contrario a las manecillas. Note que v # 0 a lo lar-
go de dicha curva solucién, por lo que el péndulo nunca alcanza un punto donde su velo-
cidad sea 0. La gréfica de 6(f) para tal soluci6n se incrementa para toda ¢ si v > 0, y de-
crece para toda ¢ si v < O (vea la figura 5.33).

-2 2 i \.//é\‘\_—d"

A C

Figura 5.31 Figura 5.32
Plano fase para el péndulo ideal. Soluciones especiales para las
ecuaciones del péndulo.
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Grficas de 6(+) para los tres tipos diferentes de soluciones representadas en la figura 5.32.

Determinacién de lo.

Los tipos intermedios de soluciones (vea el punto C en la figura 5.32) son separatri-
ces de puntos silla que forman conexiones de punto silla. Esas soluciones provienen de y
se aproximan a la posicién vertical de equilibrio cuando el tiempo tiende a oo, La grifica
6(1) de este tipo de solucién se muestra en la figura 5.33. Para encontrarla, debemos escoger
con cuidado el 4ngulo y velocidad iniciales. Con una velocidad inicial levemente alta, el
péndulo oscila més alld de la posicién vertical; cuando es ligeramente baja, el péndulo cae
de regreso. Las separatrices de los puntos de equilibrio de punto silla separan las so-
luciones “oscilantes”, de ida y vuelta, de las soluciones “rotatorias”, que giran una y
otra vez.

El valor de la funcién hamiltoniana para el péndulo ideal en un punto particular
(y, v) se llama la energia. El principio fisico de la conservacién de la energfa es aplicable
al péndulo ideal, como lo es para el oscilador arménico sin amortiguamiento. Esta es una
manera de predecir que el oscilador arménico sin amortiguamiento y el péndulo ideal son
sistemas hamiltonianos. A continuacién damos un enfoque mas matemadtico.

s sistemas hamiltonianos

Los sistemas hamiltonianos son tipos especiales de ecuaciones diferenciales en varios sen-
tidos. Como hemos visto, podemos “resolver” este tipo de sistema en el plano desde un
punto de vista cualitativo, una vez que conocemos la funcién hamiltoniana. Sélo tenemos
que trazar las curvas de nivel de H y esbozar las direcciones para determinar el retrato fa-
se. Desafortunadamente, estos sistemas son bastante raros. Nos gustaria determinar si el

sistema de ecuaciones siguiente es o no hamiltoniano y, si lo es, calcular la funcién hamil-
toniana.

Suponga que tenemos

dx
i fx,y)
dy
d—z—g(x,)’)

y queremos ver si es hamiltoniano. Nos preguntamos si existe una funcién H(x, y) que pa-
ra todo (x, y),

fx, y)— (x y)

oH
glx,y) = —E(x,y)-
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Si existe la funcién H (y tiene segundas derivadas continuas), entonces

3*H  9’H
dxdy  dydx’

Por tanto, si el sistema es hamiltoniano,

af 9°H _9*H  dg

dx ~ axdy = dydx ay’

Es decir, para comprobarlo, calculamos df/dx y dg/dy y revisamos si offox = —dg/dy. Si
esta ecuacién no se cumple para todo (x, y), entonces el sistema no es hamiltoniano.
Por ejemplo, consideremos el sistema no lineal

d

=) =x4y
dy 5

@ =g, y)=y" —x.

Calculamos

af ag
— =1%2y=--
0x 7 =2 dy

En consecuencia, este sistema no es hamiltoniano.

Construccion de funciones hamiltonianas

Para el sistema

dx

E—f(X,y)

dy

Z—g(x‘y),
si

af _ og

ax 3y,

el sistema es hamiltoniano. Podemos verificarlo construyendo la funcién hamiltoniana co-
mo sigue: si vamos a tener

oH
flx,y)= B—(x,y),
y

entonces al integrar ambos lados de esta ecuacién con respecto a y, nos debe quedar

Hx,y) = f Fx.y)dy

hasta una “constante de integracién” que puede depender de x. Es decir, podemos escribir

H(x,y>=ff<x,y>dy+¢(x),
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donde ¢ es alguna funcién de x que debe determinarse. Para encontrar ¢, simplemente di-
ferenciamos H(x, y) con respecto a x e igualamos el resultado con — g(x, ¥). Encontramos

dH

d
P aff(x,y)dyw’(x) = —g(x, y).

Es decir,

a
¥ = =g, — o f £ y)dy.

La integracién del lado derecho con respecto a x determina entonces a ¢ y en consecuen-
cia al hamiltoniano H.

Dos ejemplos

Recuerde el sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna el dilema de la escritura del
libro de Genaro y Pablo:

dx

i fx,n=y

d

E% =g(x,y)=x—x2,

Como

) 9
U o0
ax dy

sabemos que este sistema es hamiltoniano. Para encontrar H, integramos f con respecto a
Y y encontramos

1
Hx.y) = fydy = 37+ 6.

A continuacién debemos tener

dH
x—x?= o
x
a (1,
=3 (5}’ +¢>(X))
=—¢'(x).
Integrando ¢’(x) = —x + x? con respecto a la variable x, encontramos

1 1
o) = —gx 4 22,

por lo que

1 1 1
H(ix,y)= Eyz - Exz + §x3.

Esta es exactamente la funcién que encontramos antes. Por supuesto, podriamos agregar
una constante arbitraria a H, pero esto no cambiaria la forma de las curvas de nivel de H.
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Como otro ejemplo, considere el sistema

dx

o = f(x,y) = —xseny + 2y

4y (x,y)
- = ,y) = —cCosy.
dr gix,y 08 y

Este es hamiltoniano ya que

a 3
‘—f = —seny = _2
ax ay

para todo (x, y). Integramos entonces primero f con respecto a y, y encontramos
H(x,y)=xcosy+ y2 + ¢ (x).
Tenemos que

dH

—cosy e
X

Il

—% (x cosy+ y2 +¢(x))

= —cosy — ¢'(x).
Por consiguiente, podemos escoger que ¢ sea cualquier constante, digamos 0, y nuestra
funcién hamiltoniana es

H(x,y)=xcosy +y2.

Estudiaremos este sistema més detenidamente en los ejercicios.

Puntos de equilibrio de sistemas hamiltonianos

Los sistemas hamiltonianos tienen varias propiedades especiales no compartidas por los
sistemas generales de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, suponga que (xy, yo) €s nues-
tro punto de equilibrio para el sistema hamiltoniano

dx_BH( )
dr ~ 9y Y
dy oH

T —B;(X. »).

La matriz jacobiana en este punto de equilibrio estd dada por

?H 9H

dxdy 8—y2—

%H ?H |’
Tax2 dydx

donde cada una de las derivadas parciales estd evaluada en (xo, yo). Como

3°H _ ’H
9xdy  dydx’
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y cualitativos que implicaban sistemas hamiltonianos, Xia demostré que ciertas
soluciones del sistema no lineal de las ecuaciones diferenciales, conocido como
el problema de los n cuerpos, podia escapar al infinito en un tiempo finito.

En 1993, Xia recibic el prestigiado premio Blumenthal por la investigacion
en su tesis doctoral. Ha impartido citedra en la Universidad de Harvard y en el
Instituto Tecnolégico de Georgia. Actualmente es profesor de matematicas en la
Northwestern University.

la matriz jacobiana toma la forma

@« B
y —a )’
donde a = 0?H/0xdy, B = 92H/oy? y y = —o*H/ox>.
El polinomio caracteristico de esta matriz es

(@ = 2)(=a — 1) = By = 1> —a’ — By.

Esto significa que los eigenvalores estan dados por las raices de

3 =a’+ By,

que son

A=+/a?+ By.

Vemos entonces que s6lo hay tres posibilidades para los eigenvalores:
1. Si a? + By > 0, ambos eigenvalores son reales y tienen signos opuestos.
2. Si a? + By < 0, ambos eigenvalores son imaginarios con parte real igual a cero.
3. Sia? + By = 0, entonces O es el tinico eigenvalor.

En particular, no es posible tener eigenvalores que sean complejos y tengan partes reales
no nulas para un sistema hamiltoniano en el plano. Las soluciones entonces no pueden
moverse en espiral desde o hacia un punto de equilibrio. Del mismo modo, tampoco po-
demos tener dos eigenvalores positivos o dos negativos. Por ello, los sistemas hamilto-
nianos no pueden tener puntos de equilibrio que sean sumideros o fuentes. Esto nos da
otra indicacién preliminar de si un sistema dado es hamiltoniano: si el campo de direccio-
nes indica la presencia de sumideros o fuentes, no es hamiltoniano. En la figura 5.34 se
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muestran dos planos fase. Podemos decir con seguridad que el plano fase a la izquierda
no proviene de un sistema-hamiltoniano, porque tiene un punto de equilibrio que es un su-
midero. El plano fase a la derecha si podria corresponder a un sistema hamiltoniano. La
unica manera de corroborarlo es estudiar las férmulas para el sistema como lo hemos he-
cho antes.

Figura 5.34

El plano fase a la izquierda no puede ser un sistema hamiltoniano, mientras que el de la derecha s
podria serlo.

EJERCICIOS PARA LA SECCION 5.3

1. Para el sistema

dx _
a7

dy 3
-
dt *

(a) demuestre que el sistema y su funcién son hamiltonianos

kS

X
4 ’

Sl

2
Hxy) =2+

(b) esboce los conjuntos de nivel de H, y
(c) bosqueje el plano fase para el sistema. Incluya una descripcién de todos los pun-
tos de equilibrio y cualesquiera conexiones de punto silla que existan.
2. Para el sistema

% = x cos(xy)

dy
a7 cos(xy),
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(a) demuestre que el sistema y su funcién son hamiltonianos
H(x, y) = sen(xy),

(b) esboce los conjuntos de nivel de H, y
(c) dibuje el plano fase para el sistema. Incluya una descripcion de todos los puntos

de equilibrio y cualesquiera conexiones de ensilladuras que existan.
3. Para el sistema

dx 2
— = —Xxsen
dz y y

dy = COS
dr >

(a) demuestre que la funcién y el sistema son hamiltonianos
H(x,y)=xcosy+ y2,

(b) bosqueje los conjuntos de nivel de H, y
(c) también el plano fase para el sistema. Incluya una descripcién de todos los pun-
tos de equilibrio y cualesquiera conexiones de punto silla que existan.

[Sugerencia: Aproveche cualquier dispositivo disponible para dibujar los conjuntos
de nivel y los planos fase. Luego interprete las gréficas que obtenga.]

En los ejercicios 4-8, continiie el estudio del sistema del péndulo ideal con masa m en la
lentejuela y longitud / en su brazo, dado por

do
Z =y
dt
dv

— = _gsenO.
dt !

4. (a) (Cudl es la linearizaci6n del sistema del péndulo ideal anterior en el punto de
equilibrio (0, 0)?
(b) Usando g = 9.8 m/s?, ;c6mo deben escogerse [ y m para que las oscilaciones pe-
quefias del péndulo tengan un periodo de 1 segundo?

5. Para la linearizacion del péndulo ideal anterior en (0, 0), el periodo de la oscilacién
es independiente de la amplitud. ;Esto aplica para el péndulo ideal? ;El periodo de
oscilacion es siempre el mismo, independientemente de qué tan alto oscile el péndu-
lo? Si no es asf, jel periodo serd mds corto 0 mds largo para oscilaciones altas?

6. Un reloj de péndulo ideal (que hace “tick” una vez en cada oscilacién del péndulo)
marca el tiempo de manera perfecta cuando el péndulo realiza oscilaciones muy altas.
(Se atrasa o se adelanta el reloj si la amplitud de las oscilaciones es muy pequefia?

7. (a) Si la longitud del brazo del péndulo ideal se duplica de [ a 2/, ;cudl es el efecto
sobre el periodo de las soluciones de pequeiias amplitudes de oscilacién?
(b) (Cual es la razén de cambio del periodo de oscilaciones de pequefia amplitud
cuando / varia?
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8. ;Se atrasard o adelantaré en la Luna un reloj de péndulo ideal que marca tiempo per-
fectamente sobre la Tierra?

En los ejercicios 9-12, determine si el sistema dado es hamiltoniano. Si lo es, encuentre
una funcién hamiltoniana.

9. d_f:x_:;v? 10. d—xzsenxcosy

dt . dt

dy dy

= 2 = —cosxseny
. dx 2 odx

o = Xeosy i

dy dy

5 = ycosx ==Y

13. ;Cual de los siguientes planos fase corresponderfa a un sistema hamiltoniano? Si no
es asi, explique por qué.

\

yd

/

;ﬁiy

1
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14. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

ar Y
dy

— = G(x).
2 (x)

Es decir, dx/dt depende s6lo de y, y dy/dt s6lo de x. Demuestre que este sistema es ha-
miltoniano. ;Cudl es la funcién hamiltoniana?

15. Considere el sistema no lineal

dx 2
dr ~

dy 2
— =x(1 .
s x(14+y%)

(a) ¢Se trata de un sistema hamiltoniano?

(b) Use una computadora para trazar el retrato fase de este sistema. ;Piensa usted que
hay una cantidad conservada en este sistema? ;Puede encontrar una?

(c¢) Suponga que multiplicamos este campo vectorial por la funcién

El nuevo campo vectorial es

fx,y)= Ty
dx _ 1—y?
dt 14y
dy _
dr

¢ Es éste un sistema hamiltoniano?
(d) ;Puede encontrar ahora una cantidad conservada para el sistema original?
(e) ¢Por qué funciona este método?

16. Considere el sistema no lineal

dx 5
Pl

dy

- = 1
dt xt

(a) (Se trata de un sistema hamiltoniano?
(b) ;Puede usted encontrar una cantidad conservada? [Sugerencia: Use el procedi-
miento del ejercicio anterior, multiplicando este sistema por una funcién que le dé

al nuevo sistema la forma

dx

:17=F(}’)

dy



452 CAPITULO S Sistemas no lineales

17. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales

dx _ 2
dt ~

dy

— =x2—-y).
o x(2-y)

Encuentre una cantidad conservada para este sistema.

En los ejercicios 18-20, estudiamos bifurcaciones de familias paramétricas de sistemas ha-
miltonianos. Como los puntos de equilibrio de estos dltimos sistemas toman una forma es-
pecial, sus bifurcaciones también lo hacen.

18. Considere el sisterna

19.

20.

dx_
a0

dy 2

a -t e

donde a es un parametro.

(a) Verifique que es un sistema hamiltoniano y que

w

X

y2
H(x,y)=—2——?+ax

es una funcién hamiltoniana.

(b) Demuestre que el sistema tiene puntos de equilibrio en (x, y) = (t\/t_z, 0)sia=0
y ningiin punto de equilibrio si a < 0. As{ entonces, a = 0 es un valor de bifur-
cacién del pardmetro.

(¢) Linearice el sistema en cada uno de los puntos de equilibrio y determine el com-
portamiento de las soluciones cerca de los puntos de equilibrio.

(d) Esboce las curvas de nivel de H (y por consiguiente el plano fase del sistema) pa-
raa=—1,a= —0.5a=0,a=0.5ya= 1. {Sugerencia: Piense sobre ¢l efec-
to de cambiar a sobre la grifica de H. Vale la pena emplear cualquier dispositivo
graficador disponible.]

(¢) En un breve pérrafo describa la bifurcacién que tiene lugar en a = 0.

Considere ¢l sistema de ecuaciones diferenciales

dx 2

— =x"+2
7= Xy
dy 2
g -2y —y?,
ar a Y=Yy

que depende del pardmetro a. Describa en detalle la bifurcacién que ocurre ena = 0.

Suponga que Genaro y Pablo deciden modificar el modelo de sus niveles de entusias-
mo, porque Pablo nota que su nivel también disminuye a una razén constante con el
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tiempo. Por tanto, las nuevas ecuaciones son

dx _

dt Y

dy 2

dt =X X a

(a) Describa con detalle cualquier bifurcacién mayor que ocurra en esta familia.

(b) Suponga a = 1. ;Qué sucede con el libro de Genaro y Pablo sin importar el en-
tusiasmo con que comiencen ambos autores?

5.4 SISTEMAS DISIPATIVOS

Es obvio que los sistemas hamiltonianos analizados en el capitulo anterior son sistemas
idealizados. En el mundo real, los péndulos no oscilan para siempre en un movimiento pe-
riédico. Al final se detienen; la energia se disipa. En esta seccién examinaremos esos ti-
pos de sistemas disipativos. Comenzaremos por modificar el péndulo ideal considerando
un término de amortiguamiento minimo.

<

El péndulo no lineal con friccién

Recuerde que la ecuacién de segundo orden que gobierna el movimiento del péndulo es

d*0 bdo g

— 4+ —— 4+ Zsend =0,

e T ma =0

donde b es el coeficiente de amortiguamiento, m es la masa de la lentejuela del péndulo,
! es 1a longitud del brazo del péndulo y g es la aceleracién de la gravedad (g ~ 9.8 m/s?).
Todos los pardmetros son positivos. El término

b de

m dt
resulta del amortiguamiento debido, por ejemplo, a la resistencia del aire o a la friccién
en el pivote del brazo del péndulo. Consideramos que en nuestro sistema idealizado b = 0.
En esta seccién, supondremos que b # 0.

Introduciendo la velocidad v = d6/dt, esta ecuacién diferencial de segundo orden
puede escribirse como un sistema no lineal de la manera usual,

do

v

dt

d b

;1; = _Ev — %scne.

Este sistema ya no es hamiltoniano, ya que nuestra prueba de existencia para una
funcién hamiltoniana falla (véase p. 144) porque

ad
E(U) =0

pero

__3_ (_Eu - —g—sena) = 2 #0.
1 m

v m



454 CAPITULO 5

Sistemas no lineales

Los puntos de equilibrio y las nulclinales

Empezaremos el estudio del sistema del péndulo amortiguado

de

=y

dt

d b

71; = —;v— ?sene

encontrando los puntos de equilibrio. Igual que para el péndulo ideal, los puntos de equi-
librio ocurren en (6, v) = (0, 0), (£, 0), (X2, 0), etcétera.
La matriz jacobiana del campo vectorial en (6, v) es

0 1
—50050 —2
! m

Si (0, v) = (0, 0), (2, 0), (x4, 0), etc. (los puntos de equilibrio donde el péndulo cuel-
ga verticalmente), esta matriz es

0 1
& b
! m

El sistema linearizado en esos puntos de equilibrio tiene a ésta como su matriz de coefi-
cientes. Los eigenvalores de esta matriz son las raices de la ecuacién caracteristica

—A(—E—A)-{-E:O,
m I

b
2+ 2+ 80
m 1

Por tanto, los eigenvalores son

b " b \?2 g
2m 2m 1
Hay tres casos diferentes, dependiendo del signo de (b/(2m))? — g/l. Si esta canti-
dad es negativa, entonces los eigenvalores de la matriz jacobiana son complejos. La par-

te real es —b/(2m), que es negativa, por lo que en este caso el equilibrio es un sumidero
espiral. Si (b/(2m))? — g/l > 0, encontramos dos eigenvalores distintos reales. Como

b \2 g b \2
0<(g)—7<(5;)’

tenemos que
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y ambos eigenvalores son negativos. Finalmente, si (b/(2m))? — g/l = 0, tenemos un ei-
genvalor repetido —b/(2m), que es de nuevo negativo.

Encontramos asf que en cada caso los puntos de equilibrio en (6, v) = (0, 0),
(£2m, 0), (+4m, 0), etc., son sumideros. Si centramos nuestra atencién en el caso de un
péndulo con una cantidad minima de friccién, entonces b es muy pequeiia. Para b, tene-
mos que (b/(2m))? — g/l es negativa y los puntos (6, v) = (0, 0), (£2m, 0), (=4, 0), etc.,
son sumideros espirales. Aqui trataremos s6lo este caso (vea los ejercicios para las demds
situaciones).

En los otros puntos de equilibrio que corresponden al péndulo en posicién vertical
(6, v) = (2, 0), (=3, 0), etc., la matriz jacobiana es

~jn  ©
>

y ésta es la matriz de coeficientes para el sistema linearizado en esos puntos. Los eigen-

valores son
b b \? g
—-—— =+ — =.
2m (Zm) +l

Esos eigenvalores son siempre reales porque b, m, [ y g son positivos. El eigenvalor

b, (LY 8
2m 2m 1

b b \? n g
2m 2m i’
es negativo. Por tanto, los puntos de equilibrio (6, v) = (%, 0), (=3, 0), etc., son puntos
silla.
Para encontrar las nuiclinales 8y v, note que d6/dt = 0 si v = 0, por lo que el cam-

po vectorial sefiala hacia arriba o hacia abajo a lo largo del eje 6. La nulclinal v es donde
dvldt = 0, que ocurre sobre la curva

es positivo, mientras que

mg
v = ——send;

bl

por lo que el campo vectorial sefiala en una direccién horizontal a lo largo de esta curva.
Podemos determinar la direccién del campo vectorial en una regi6n entre dos nulclinales,
si verificamos la direccién en un solo punto (vea la figura 5.35).

Junto con nuestro andlisis en los puntos de equilibrio, ahora podemos describir el
comportamiento de las curvas solucién cuando estén cerca de éstos como se muestra en
la figura 5.36. Observe que las curvas solucién circulan alrededor de los puntos de equi-
librio en (6, v) = (0, 0), (£2r, 0), (x4, 0), etc., en el mismo sentido que las manecillas
del reloj. Podemos verificar que las separatrices estables e inestables en (6, v) = (*, 0),
(%3, 0), etc., sefialan en las direcciones indicadas en la figura 5.36, ya sea mediante la
linearizacién en esos puntos o usando el campo de direcciones (vea la figura 5.35).
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v Figura 5.35
Nulclinales para el sistema
do
S, e
! ¢ i
dv

= —Ev - §sen9.
dt m 1

Figura 5.36

Plano fase cerca de los puntos de equilibrio

7
V4
/A

dt
% —%v - Esen9

para el sistema
df
0 =

Los efectos de la disipacion

En este punto, la figura 5.36 contiene toda la informacion acerca del plano fase del pén-
dulo con amortiguamiento pequefio, que podemos obtener mediante los procedimientos
cualitativos que tenemos a nuestra disposicién. No tenemos el beneficio de una cantidad
conservada como lo tuvimos en el caso sin friccién, por lo que no podemos determinar to-
do el plano fase. Sin embargo, usando la funcién hamiltoniana

H@®,v) = —v —%cos@

que desarrollamos en la ltima seccién para el péndulo ideal, podemos completar el retra-
to. Si (8(t), v()) es una solucién del sistema del péndulo ideal (con b = 0), entonces

—;—i-t-H(O(t), v(t)) =0.

Si b # 0, esto ya no aplica. Sin embargo, si (6(f), v(#)) es una solucion del sistema del pén-
dulo con b # 0, tenemos

dH _0Hdb LA 0H dv
dr 80 dr | v ar

b
= (% senO) v+v (—-nzu - %sene)

by
m
<0.
Es decir, la funcién H ya no es constante a lo largo de las curvas solucién del sistema, s°
no mds bien H(6(f), v(£)) decrece siempre que v(t) # 0. Por tanto, las curvas solucién -
¢l plano fase 6-v cortan los conjuntos de nivel de H moviéndose de mayores a menc
valores de H.
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Esto nos da una estrategia para determinar el plano fase. Primero, dibujamos las
curvas de nivel de H como lo hicimos antes (vea la figura 5.37). Si el valor de b/m y la ve-
locidad v son pequefios, el valor de H disminuye lentamente a lo largo de las soluciones.
Podemos esbozar el plano fase dibujando las curvas que fluyen en la misma direccién ge-
neral que las curvas solucién del péndulo ideal, pero que se mueven desde curvas de ni-
vel de mayor valor de H hacia valores menores de H (vea la figura 5.38).

Figura 5.37
Curvas de nivel de

1 g
H=-v%— & cps0.
2v lcose

Figura 5.38
Plano fase para el sistema

El hecho de que H disminuye a lo largo de las curvas solucién nos permite determi-
nar el destino de las separatrices estables e inestables que emanan de los puntos silla: las
inestables deben caer hacia sumideros adyacentes, mientras que las estables llegan desde
el “infinito” (vea la figura 5.38). Ademds, el andlisis de puntos de equilibrio que llevamos
a cabo concuerda con lo que acabamos de hacer. El retrato completo comienza a confi-
gurar un paquete agradable, con el anlisis local cerca de los puntos de equilibrio, comple-
mentando la estructura global proporcionada por todas las curvas de nivel de H. Por
wltimo, si graficamos 6() para una curva solucién tipica, vemos que el péndulo al final os-
cila alrededor de una posicién de reposo que sefiala hacia abajo, tal como debe ser (vea la
figura 5.39).

6 Figura 5.39

Una gréfica 6(z) para una solucién tipica del
sistema
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Funciones de Lyapunov

-

La funcién H anterior juega un papel muy diferente para el péndulo amortiguado que pa-
ra el péndulo ideal. Las soluciones del sistema del péndulo amortiguado se mueven a tra-
vés de los conjuntos de nivel de H de valores mayores a menores. La funcién H se llama
funcién de Lyapunov, en honor del matemdtico ruso Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
(1857-1918). Esta idea puede generalizarse como:

DEFINICION  Se dice que L(x, y) es una funcién de Lyapunov para un sistema de ecua-

ciones diferenciales si, para cada solucién (x(¢), y(£)) que no es una solucién de equilibrio
del sistema, :

d
"EL("(’)’ y#) <0

para toda  con desigualdad estricta excepto para un conjunto discreto de fes. w

Asi entonces, el valor de una funcién de Lyapunov nunca crece, pero si disminuye
a lo largo de una solucién de no equilibrio. Una funcién de Lyapunov puede ser de gran
ayuda para dibujar el plano fase de un sistema. Las curvas solucién deben cruzar los con-
juntos de nivel de la funcién de Lyapunov de valores mayores a menores.

El oscilador arménico amortiguado

Considere el sistema del oscilador arménico amortiguado

dy

dt

dv

= —gy— pv,
a qy —p

donde g y p son constantes positivas. En la seccién 5.3, p. 439 vimos que si p = 0, el sis-
tema es hamiltoniano, con funcién hamiltoniana

15,49,
H(y,v)_-z—v +2y.

Sip > 0y (y(f), u(p) es una solucién del sistema, entonces podemos calcular la razén de
cambio de H a lo largo de la soluci6n por
d d0H dy 0H dv
—d_tH(y(t)’v(t))_—Zgz—E 90 dr
=qy-v+v(-qy—pv)
= —p'U2

<0.

Por tanto, H(y(#),u(£)) decrece a una razén no nula (excepto cuando v = 0). Esto implica
que H es una funcién Lyapunov para el sistema del oscilador arménico amortiguado. Los
conjuntos de nivel de H son elipses en el plano y-v, por lo que las soluciones del sistema
del oscilador arménico amortiguado (con p > 0) cruzan esos conjuntos de nivel con va-
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lores de H que van de mayores a menores. Como H tiene un minimo global en el origen
y ningiin ofro punto critico, todas las soluciones se aproximan al origen conforme pasa el
tiempo (vea las figuras 5.40 y 5.41). Desde el punto de vista de los sistemas lineales, es-
to concuerda con nuestro andlisis del oscilador arménico amortiguado y seré de utilidad
en la seccién 6.2.

Como mencionamos antes (ver ejemplos de sistemas hamiltonianos, seccién 5.3), el
valor de H en un punto (y, v) se llama la energia del oscilador arménico en la posicién y
con velocidad v. Afirmar que H decrece a lo largo de las soluciones del sistema del osci-
lador arménico amortiguado es una manera precisa de decir que el amortiguamiento disi-
pa energia. Lo mismo es cierto para el péndulo con friccién.

y
Figura 5.40 Figura 5.41
Conjuntos de nivel para Plano fase para el oscilador arménico
amortiguado
_1l2.9.
H(y.v)—iv 3% d_yhv
dt
Con la excepci6n del punto en el origen, cada dv
conjunto de nivel es una elipse. 7R M

con p pequefia.

Sistemas de gradiente

No todos los sistemas tienen funciones de Lyapunov. Encontrar una funcién de Lyapunov
para un sistema, aunque de alguna manera sepamos que éste contiene tal funcién, puede ser
extremadamente dificil. Sin embargo, para algunos problemas de modelado el sistema fi-
sico en estudio proporciona una motivacién para hacer una “conjetura afortunada” respecto
a una funcién de Lyapunov. Este es el caso para el péndulo y para el oscilador arménico
amortiguados. La funcién hamiltoniana de un sistema no amortiguado se vuelve una fun-
cién de Lyapunov si se agrega amortiguamiento.

En algunos casos, la funcién de Lyapunov es una parte integral de la construccién
del sistema. A éstos se les denomina sistemas de gradiente. Comenzaremos con un
ejemplo.
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Navegacion por olfato

Muchas especies de animales emplean el olfato para navegar en su ambiente. Por ejem-
plo, una langosta puede usar sus antenas para detectar concentraciones muy pequefias de
productos quimicos en el agua donde habita (es decir, “huele” el agua). Con esta habili-
dad, puede determinar de d6nde procede un olor y asf encontrar su alimento en el fondo
lodoso. Aunque no es claro cémo lo logran estos crustdceos, es posible que perciban las
variaciones locales en la concentracién y se muevan en direccién hacia donde el olor au-
menta més rdpidamente.*

Para describir c6mo podemos disefiar una langosta mec4nica que navegue por olfa-
to, comenzamos suponiendo que nuestro prospecto sélo puede moverse sobre un plano di-
mensional. Sea S(x, y) igual a la concentracién en (x, y) de los productos quimicos que
conforman el olor de un pez muerto. Por cdlculo vectorial sabemos que en (x, y), la direc-
cién en que S crece mds rdpidamente estd dada por el vector gradiente

as aS
VS()C,)‘): 5;,'8—)/ .

Esto define un campo vectorial sobre el plano x-y. Suponemos que nuestra langosta mo-
delo siempre se desplazard en la direcci6n en que el olor se incrementa més réapido. Por
tanto, la velocidad del movimiento de la langosta sefiala en la misma direccion que el gra-
diente de S. Si (x(¢), y(¢)) denota la localizacién de la langosta en el tierfipo 7, entonces el
vector velocidad estd dado por

dx dy B
(E’ 7;) = VS(x (1), y(1).

Escrito en términos de ecuaciones escalares, tenemos

dx 3§
dar ox
dy a§
dr oy’

Usamos este sistema de ecuaciones para determinar el movimiento de la langosta. Si la
[ 9sicién inicial es (xq, yo) en el tiempo ¢ = 0, entonces la curva solucién en el plano fase
que satisface esta condicién inicial es nuestra prediccién de la trayectoria de la langosta,

Dos peces muertos

Suponga que S(x, y) estd definido por —2 =x =2y —2 =<y = 2, y estd dado por la
férmula

X X y
S(x,y)=—2——7——2—+8‘

La gréfica de S se muestra en la figura 5.42. Restringimos nuestra atencién a la regién del
plano x-y con x y y entre 2 y -2, porque esta funcién S toma valores negativos cuando x o

* La habilidad de las lang para efi este “calculo” en fluidos turbulentos s6lo estd comenzando a ser
duplicado por la tecnologfa. Vea Lipkin, R., “Tracking Undersea Scent”, Science News, 147, 5 (1994): p. 78, pa-
ra el andlisis de una “robo-langosta”.
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Figura 5.42
Griéfica de la funcién
S(x, y) = x42 — xM4 — y¥2 + 8.

y es grande, y las concentraciones negativas no tienen sentido fisico. En los ejercicios se
consideran opciones més reales pero méds complicadas algebraicamente para S.

Podemos ver (o calcular con los procedimientos del célculo vectorial) que S tiene
un méximo local en cada uno de los puntos (—1, 0) y (1, 0) y un punto silla en (0, 0). Una
funci6n de este tipo podria presentarse si hubiese un pez muerto oloroso en cada uno de
los puntos (—1, 0) y (1, 0).

El gradiente de S da lugar a un campo vectorial y, como antes, esto especifica un sis-
tema de ecuaciones diferenciales

dx 9§ 3
—=—=x—x
dt  9x

dy 93§
dt — 3y

Por construccién, el vector velocidad de una solucién de este sistema es igual al gra-
diente de S, y por consiguiente sefiala en la direccién donde S crece mds rapido. Si (x(z),
¥(#)) es una solucién, calculamos la razén de cambio de S a lo largo de la solucién con

d S dx 0S8 dy
Es(x(t),y(t)) = xdr + 3y dt

= =) =2 + (=9 (=)
=(x- 2?2+ y2
>0.
Por consiguiente, S crece en todo punto en que VS # 0. Esos son precisamente los puntos

en que el campo vectorial del sistema es cero, es decir, los puntos de equilibrio del sis-
tema.

Para esbozar el plano fase del sistema

dx 8§ 3
—=—=x—-X
dt  dox
dy S

dt_ay_ )
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empezaremos por bosquejar los conjuntos de nivel de S (vea la figura 5.43). El campo de
direcciones sefiala hacia el gradiente de S, que es perpendicular a los conjuntos de nivel.
Dibujamos las curvas solucién siempre perpendiculares a los conjuntos de nivel de S, mo-
viéndose en la direccién de una S creciente (vea la figura 5.44).

Mediante linearizaci6n, podemos verificar que los puntos de equilibrio (%1, 0) son
sumideros, mientras que el punto (0, 0) es un punto silla (vea los ejercicios). Las langostas
que comienzan en x(0) < O se aproximan hacia el punto de equilibrio (—1, 0), mien-
tras que aquellas que lo hacen en x(0) > O tienden hacia (1, 0). Si una langosta inicia
precisamente sobre el eje y (x(0) = 0), entonces se aproximard al punto silla en el origen,
incapaz de decidirse entre los dos peces.

y
x
Figura 5.43 Figura 5.44
Conjuntos de nivel de Plano fase para el sistema
2 4 2 dx 3§
x X y ax _ o0 _ .3
S(X,y)=7—"?‘7+8. ar % X=X
dy 9S8 _
dt 3y

Forma general de los sistemas de gradiente

El campo vectorial para el sistema del ejemplo anterior es el gradiente de la funcion S, por
lo que es natural llamarlo un sistema de gradiente.

DEFINICION  Un sistema de ecuaciones diferenciales se llama un sistema de gradiente
si existe una funcién G tal que

dx 9G
dr ~ Bx
dy 3G
dr 9y

paratodo (x,y). =
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Igual que en el ejemplo, si (x(f), ¥(r)) es una solucién para un sistema de gradiente
con campo vectorial dado por el gradiente de G(x, y), entonces
G dx 0Gdy

d
—Gx(@), y@) = ——
7; G X @) y®) awar 3y df

_[8G 2+ IG\*
T \ax dy
> 0.

Es decir, el valor de G crece a lo largo de toda la 6rbita excepto en puntos criticos de G.
La funcién —G disminuye a lo largo de las 6rbitas, y por tanto es una funcién de Lyapu-
nov para este sistema.

Propiedades de los sistemas de gradiente

Igual que en el caso de los sistemas hamiltonianos, los sistemas de gradiente gozan de va-
rias propiedades especiales que hacen que sus planos fase sean relativamente simples. Por
una parte, no pueden tener soluciones periddicas. Ademas, como la funcién gradiente cre-
ce a lo largo de todas las soluciones de no equilibrio, una curva solucién nunca puede re-
tornar a su lugar de origen.

También hay restricciones sobre los tipos de puntos de equilibrio que ocurren en un
sistema de gradiente. Supongamos que

dx 3G
dr  ax
dy 090G
dr 9y
es un sistema de gradiente. Entonces la matriz jacobiana asociada con este campo vecto-
rial es )
3G 3G
9x2  dydx
3G 3G
axdy 9y?

Como las derivadas parciales mixtas de G son iguales, esta matriz asume la forma

a B
B v )
donde a = 32G/ax%, B = 02G/dydx y y= 9°G/dy. Los eigenvalores son raices de la ecua-

cién

M- (@+yrtay—p2=0,
que son

a+y+/(@+y)?-day +482
2 .
Simplificando, vemos que los eigenvalores son iguales a

1 1
@ty Esy@- y)2 + 482,
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Como el término (a — y)? + 452 = 0, se infiere que esos eigenvalores nunca tie-
nen una parte imaginaria; es decir, los eigenvalores son siempre reales. Los sistemas de
gradiente no tienen sumideros espirales, fuentes espirales, ni centros.

Es importante observar que no todos los sistemas de ecuaciones diferenciales que
poseen funciones de Lyapunov son sistemas de gradiente. Por ejemplo, el sistema lineal

dx
P
dy_
P

tiene una funcién de Lyapunov dada por L(x, y) = x> + y2. Para verificarlo, calculamos la
derivada de L a lo largo de una solucidn (x(¢), y(9)):

g—tL(x(t), y(@) = ZxZ—J: + 2y%
=2x(—x+y)+2y(—x —y)
=262+

<0.

Puesto que dL/dt = 0 s6lo en el origen, esta funcién decrece a lo largo de todas las
curvas solucién de no equilibrio. Pero L ng puede ser un sistema gradiente, ya que los ei-
genvalores en (0, 0) son complejos (—1 = i); por tanto, el origen es un sumidero espiral,
que no puede ocurrir en sistemas gradientes.

EJERCICIOS PARA LA SECCION 5.4

1. Considere el sistema

dx 3

dr

dy __ 3

dt

(a) Verifique que
2 2
x* |y
L ==+ =
x,y) 5 + 5

es una funcién de Lyapunov para el sistema.
(b) Esboce los conjuntos de nivel de L.

(c) ;Qué puede concluir sobre el plano fase del sistema, a partir de la informacién en
los incisos anteriores (a) y (b)? (Esboce el plano fase y en un ensayo breve des-
criba todo lo que sepa acerca de dicho plano y cémo obtuvo la informacién.)

2. Considere el sistema

dx _
ar =7

dy Yy 2
a?— X 4+X.
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(a) Verifique que

w

x
3

%,

Lix,y) = %+

es una funcién de Lyapunov para el sistema.

(b) Esboce los conjuntos de nivel de L.

(¢) ¢Qué puede concluir sobre el plano fase det sistema, a partir de la informacién de
los incisos anteriores (a) y (b)? (Dibuje el plano fase y escriba en un ensayo corto
todo lo que sepa acerca del plano fase y c6mo obtuvo la informacién.)

3. Considere €l sistema

dx_

a7

dy

— = —4x - 0.1y.
dt * Y

(a) Verifique que todas las soluciones tienden hacia el origen cuando ¢ se incremen-
ta, y esboce el plano fase. [Sugerencia: El sistema es lineal.]
(b) Demuestre que

Lx,y) = X2+ y2

no es una funcién de Lyapunov para el sistema.
(c) Compruebe que

yZ
K(x,y) =22+ T

es una funcién de Lyapunov para el sistema.
En los ejercicios 4-11, consideramos el sistema del péndulo amortiguado

do
dt
d_v = _s senf — Ev,

dt 1 m

donde b es el coeficiente de amortiguamiento, m es la masa de la lentejuela, [ es la longi-
tud del brazo y g es la aceleracién de la gravedad (g =~ 9.8 m/s?).

4. (Qué relacion debe haber entre los pardmetros b, m y [ para que el periodo de una pe-
queiia oscilacion del péndulo amortiguado sea de un segundo?

S. Suponga que tenemos un reloj que usa un péndulo ligeramente amortiguado para dar
el tiempo (es decir, b es positivo pero b = 0). El reloj hace “tic” cada vez que el bra-
zo del péndulo cruza 6 = 0. Si la masa de la lentejuela del péndulo se aumenta, ;el re-
loj se adelanta o se retrasa?

6. Suponga que tenemos un reloj que usa un péndulo ligeramente amortiguado para dar
el tiempo. El reloj hace “tic” cada vez que el brazo del péndulo cruza 6 = 0.
(a) Cuando al reloj le “falta cuerda” (la amplitud de las oscilaciones decrece), ;se
atrasa o se adelanta?



466 CAPITULO 5 Sistemas no lineales

10

11,

12.

(b) Si el empuje inicial al péndulo es grande, de manera que el péndulo oscila muy
cerca de la vertical, el reloj ;se adelantara o se atrasard mucho?

. Para valores fijos de b y I, {qué valores de la masa m ueberdn emplearse para que el

péndulo funcione en un reloj?

. Suponga que / = 9.8 m (de modo que g/l = 1), m = 1y b grande, es decir b = 4. Pa-

ra el sistema del péndulo amortiguado visto antes y con estos pardmetros, haga lo si-
guiente:

(a) Encuentre los eigenvalores y eigenvectores del sistema linearizado en el punto de
equilibrio (0, 0).

(b) Determine los eigenvalores y eigenvectores del sistema linearizado en el punto de
equilibrio (77, 0).

(c) Esboce el plano fase cerca de los puntos de equilibrio.

(d) Bosqueje todo el plano fase. [Sugerencia: Comience por dibujar los conjuntos de
nivel de H como en el texto.]

. Imaginemos que tenemos un reloj de péndulo que usa un oscilador ligeramente amor-

tiguado para marcar el tiempo, y que hace “tic” cada vez que el brazo del péndulo cru-
za 6 = 0, pero este dltimo debe alcanzar una altura de # = =0.1 para que se registre
la oscilacién (es decir, si la oscilacién completa tiene lugar con —0.1 < 6§ < 0.1, en-
tonces el reloj no hace tic). Supongamos que un tic es un segundo. En términos de los
pardmetros b, m y /, haga una estimacién de durante cuénto tiempo daria el reloj la
hora exacta. Comente por qué a los relojes de péndulo hay que darles cuerda.

(a) Para el péndulo ligeramente amortiguado (b > 0 pero b cercano a cero) encuen-
tre el conjunto de todas las condiciones iniciales (6(0), v(0)) para soluciones que
ejecutan exactamente dos revoluciones completas para t > 0 (es decir, que pasan
por la posicién vertical exactamente dos veces) antes de caer en un movimiento
oscilatorio de ida y vuelta. Esboce el plano fase para el péndulo ligeramente
amortiguado y sombree esas condiciones iniciales.

(b) Repita el inciso (a) para las soluciones que realizan exactamente cinco revolu-
ciones completas para ¢ > 0 antes de caer en un movimiento oscilatorio de ida y
vuelta.

Suponga que en vez de agregar amortiguamiento al péndulo ideal, afiadimos una pe-
quefia cantidad de “antiamortiguamiento”; es decir, consideramos b ligeramente ne-
gativa en el sistema del péndulo amortiguado. Fisicamenie esto significa que siempre
que la velocidad sea diferente de cero, el péndulo estard acelerado en la direccién del
movimiento.

(a) Linearice y clasifique los puntos de equilibrio en esta situacién.
(b) Esboce el plano fase para este sistema.

(c) Describa en un parrafo breve el comportamiento de una solucién con condicién
inicial cercade 8 = v= 0.

Sea G(x,y) = x* — 3xy%

(a) {Cudl es el sistema de gradiente con campo vectorial dado por el gradiente de G?
(b) Esboce la grifica y los conjuntos de nivel de G.

(c) Bosqueje el plano fase del sistema de gradiente en el inciso (a).
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14.

15.

16.

17.
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Sea G(x, y) = x2 — y%.

(a) (Cudl es el sistema de gradiente con el campo vectorial dado por el gradiente de
G?

(b) Clasifique el punto de equilibrio en el origen. [Sugerencia: Este sistema es lineal.]
(c) Esboce la gréfica de G y los conjuntos de nivel de G.
(d) Dibuje el plano fase del sistema de gradiente en el inciso (a).

Sea G(x, y) = x2 + y%.

(a) (Cuidl es el sistema de gradiente con el campo vectorial dado por el gradiente de
G?

(b) Clasifique el punto de equilibrio en el origen. [Sugerencia: Este sistema es lineal.]
(c) Esboce la grifica de G y los conjuntos de nivel de G.

(d) Dibuje el plano fase del sistema de gradiente en el inciso (a).

Para el ejemplo de los dos peces muertos dado por el sistema
dx 3
i X —x
dy
dt ’

(a) encuentre el sistema linearizado para el punto de equilibrio en el origen y veri-
fique que éste es un punto silla.

(b) determine el sistema linearizado para el punto de equilibrio en (1, 0) y demuestre
que éste es un sumidero.

(c) de los eigenvalores y eigenvectores del sistema en el inciso (b), calcule la direc-
cién desde donde se acercard la langosta modelo al punto de equilibrio (1, 0), y

(d) revise que el sistema linearizado en el punto de equilibrio (— 1, 0) es el mismo que
en (1, 0).

El sistema para el ejemplo de los dos peces muertos
dx 3
it int
dy
dr 7

tiene la propiedad especial de que las ecuaciones “se desacoplan”, es decir, la ecua-
cién para dx/dt depende sélo de x y la que corresponde a dy/dt depende sélo de y.

(a) Esboce las lineas fase para las ecuaciones dx/dt y dyl/dt.
(b) Usando las lineas fase, esboce el plano fase del sistema.

Suponga que el olor de un montén de peces muertos en laregién -2 < x <2, -2 <
y = 2 estd dado por la funcién

x4+4

S(x,y) = x2 4yt = Ty — 3x2y% + 100.

(a) (Cuadl es el sisterna de gradiente cuyo campo vectorial es el gradiente de S?
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18.

19.

(b) Usando una calculadora, esboce el plano fase para este sistema.

(¢) (Cudntos peces muertos hay y dénde se encuentran?

(d) Con los resultados del inciso (b), haga un bosquejo de los conjuntos de nivel de S.
(e) ;Por qué no es veraz el sistema para valores grandes de x o y?

Un modelo razonable para el olor en (x, y) de un pez muerto situado en (x;, y;) estd
dado por

1
(x—xD?+ G-y + 1

Si(x, y) =

Es decir, S; estd dado por 1 sobre la distancia al cuadrado del pez muerto més 1.

(a) Formule la funcién S que dé el olor total de los tres peces muertos situados en
(1,0), (—=1,0)y (0, 2).

(b) Bosqueje los conjuntos de nivel de S.

(c) Esboce el plano fase del sistema de gradiente

dx 8§
dr ax
dy a§
dar - ay’

(d) Escriba explicitamente las férmulas para los lados derechos de las ecuaciones del
inciso (c).

(e) En la definicién de ), ;por qué usamos distancia al cuadrado més 1, en vez de
s6lo distancia al cuadrado? ;Por qué usamos distancia al cuadrado mds 1 en vez
de sélo distancia mds 1 en la definicién de S;?

Suponga que
dx
PTiREAG »)
dy
Fri g(x, y)

es un sistema de gradiente. Es decir, existe una funcién G(x, y) tal que f = dGloxy
g = 0Glay.

(a) Verifique que si fy g tienen derivadas parciales continuas, entonces

af_a_g
8y—8x

para todo (x, y).
(b) Use lo anterior para demostrar que el sistema

dx

2
— =x2+3
dt X Xy
dy 3
uC A} 3
dt *ty

no es un sistema de gradiente.
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20. El siguiente retrato de fase no puede ocutrir para un sistema de gradiente. Explique

por qué.

N

/-

1
H(y,v) = 50 + V()
para alguna funcién V'y considere el sistema hamiltoniano asociado

dy 8H _
dt ~ v =v
dv 0H 4V

dt 3y  dy’
Sea k una constante positiva. Dé una interpretacién fisica de la relacién entre el siste-
ma hamiltoniano y

dy_

ar ="

dv_ dv

o T

Demuestre que H es una funcién Lyapunov para este sistema.

22. Considere el sistema hamiltoniano

dx 9H
dt ~ dy
dy  9H
dt~—  3x
y el sistema de gradiente

dx 0H
dr ~ ox
dy d8H
dt — dy’

donde H es la misma funcién en cada caso. ;Qué puede usted decir acerca de la rela-
cién entre los dos retratos fase de ambos sistemas?
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5.5 SISTEMAS NO LINEALES EN TRES DIMENSIONES

En la seccién 2.5 vimos que las soluciones de las ecuaciones diferenciales con tres varia-
bles dependientes son curvas en el espacio tridimensional, las cuales pueden moverse en
lazos una alrededor de otra en formas muy complicadas. En la seccién 3.8 estudiamos el
comportamiento de los sistemas linealés con tres variables dependientes, y podemos de-
terminarlo con los eigenvalores y los eigenvectores. Sin embargo, la lista de los posibles
comportamientos es mucho mds larga que para los sistemas planos.

En esta secci6n consideraremos dos ejemplos de sistemas no lineales en tres dimen-
siones. El primero es un modelo de poblacidn con tres especies formando una cadena de
alimentos. Para el segundo ejemplo, volvemos a las ecuaciones de Lorenz estudiadas en
la seccién 2.5. Podemos usar el procedimiento de linearizacién de los puntos de equilibrio
y aproximaciones numéricas (método de Euler) para obtener algo de informacién acerca
de esos sistemas. Como ya recalcamos en secciones previas, hay muy pocas herramientas de
propdsito general para ecuaciones diferenciales en tres y mas dimensiones. Esos sistemas
son un 4rea de investigacién activa dentro de las matematicas.

Un modelo de cadena alimenticia

Hemos estudiado el comportamiento de poblaciones que viven aisladas y de pares de es-
pecies interactuando en sistemas depredador-presa en cooperacién y en competencia. Esos
sistemas apenas tocan la superficie de los tipos de complicadas interacciones encontradas
en la naturaleza. Una posibilidad es la formacién de una cadena alimenticia de tres o mds
especies. Una misma especie puede ser depredador y presa. Un ejemplo que se ha estu-
diado recientemente incluye el abeto balsdmico, el alce y el lobo. Los abetos son comidos
por los alces y los alces (en particular los individuos jévenes y enfermos) son comidos por
los lobos. Una pregunta natural es si los cambios en la poblacién de lobos afectaonoala
poblacién de drboles. Los estudios mds recientes de la poblacién drbol/alce/lobo en el par-
que de la isla Royal National® indican que los cambios en la poblaci6n de los lobos pue-
de afectar a la poblaci6n de los drboles.

Formaremos un modelo de un sistema con tres especies, cada una devorada por la
siguiente. Por conveniencia, llamamos a esas especies drboles, alces y lobos como analo-
gia del ejemplo anterior. Si

x(t) = poblacién de drboles en el tiempo ¢,
y(#) = poblacién de alces en el tiempo 1, y

z(#) = poblacién de lobos en el tiempo ¢.

Suponemos que cada una de las poblaciones aisladas puede ser modelada por una
ecuacién logistica y que el efecto de la interaccién entre aquéllas es proporcional al pro-
ducto de las poblaciones. El comportamiento de las soluciones dependerd de los pard-
metros escogidos para la raz6n de crecimiento, la capacidad de soporte y el efecto de la
interaccién. Para obtener una idea de c6mo se comportan las soluciones de sistemas de es-
ta forma, comenzamos por considerar que todos los pardmetros son iguales a 1. (Esto no

* Vea McLaren, B. E. y Peterson, R. O., “Wolves, Moose and Tree Rings on Isle Royale”, Science, 266
(1994): p. 1555.
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es ciertamente el caso para drboles, alces y lobos, pero hace mucho més sencilla la arit-
mética.) Nuestro modelo es

dx

Z=x(1—x)—

R x( X) —xy
dy

— =y(l—vy —
o Yy —y)+xy—yz
d_ (1-2)+

dt—z b4 yz.

Note que el crecimiento de la poblacién de drboles disminuye por la presencia de alces (el
término —xy), tambi€n que el crecimiento de esta dltima especie se incrementa por los 4r-
boles (la notaci6én +xy) pero disminuye por los lobos (el término —yz), y que el aumento
en la poblaci6n de lobos se ve favorecido por la presencia de los alces (el término +yz).
Podemos encontrar los puntos de equilibrio de este sistema haciendo cero los lados
derechos de las ecuaciones y despejando x, y y z. Los puntos de equilibrio son (0, 0, 0),
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (1,0, 1) y (2/3, 1/3, 4/3). De éstos, s6lo el punto (2/3, 1/3, 4/3)
tiene las tres coordenadas diferentes de cero, por lo que las tres especies pueden coexistir
en equilibrio bajo esas poblaciones. La matriz jacobiana para este sistema en (x, y, z) es

1—-2x—y —Xx 0
y 1-2y+x—z -y
0 z 1—-2z+4y

En el punto de equilibrio (2/3, 1/3, 4/3), el jacobiano es

~2/3 —2/3 0
13 —1/3 —1/3
0 4/3 —4/3

El polinomio caracteristico de la matriz es

(e D 28
3 9" "9)"

y los eigenvalores son
22,
A =-1 y )»2,)»3:——3—:&51.

Como A, es negativo y A, y A3 tienen parte real negativa, este punto de equilibrio ¢s un
sumidero y todas las soluciones con condiciones iniciales suficientemente cercanas tende-
rdn hacia €l cuando ¢ aumente. De hecho, las simulaciones numéricas muestran que toda
solucién con condiciones iniciales en el primer octante (donde x, y y z son positivas) tien-
den a este punto de equilibrio. Por tanto, esperamos que a largo plazo las poblaciones se
estabilicen bajo esos valores y que las especies coexistan en equilibrio.

Este modelo no incluye muchos factores del medio ambiente que pueden tener un
efecto importante sobre las poblaciones. Por ejemplo, en 1981, una enfermedad disminu-
y6 la poblacién de lobos en forma considerable. Més recientemente, el crudo invierno de
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1996-1997 ocasioné una declinacién en la poblacién de alces.” Construir un modelo que
incluya tales factores es por lo menos tan dificil como predecir el estado del tiempo a lar-
go plazo. Sin embargo, abajo veremos que podemos estudiar el efecto de tales eventos
ajustando los pardmetros er el modelo simple.

Supongamos que una enfermedad afecta la poblacion de lobos, que es el depredador
en la parte superior de la cadena de alimentos. Cada afio esta enfermedad mata una cierta
pequefia fraccién de la poblacién. Podemos ajustar nuestro modelo para incluir este elemen-
to agregando el término — yz a la ecuacién dz/dt, donde 7y es un parametro que indica la frac-
cion de la poblacién que muere por la enfermedad por tiempo unitario. El nuevo modelo es

‘ji—):—_—x(l —X)—Xxy

dy

=L —y(l = _
T y(1—y)+xy—yz
dz

—=z(1—2)~ .
'R Z(1l—2)—yz+yz

Podemos calcular de nuevo los puntos de equilibrio para este sistema, que dependerdn
ahora del valor de y. El tnico punto de equilibrio con las tres coordenadas diferentes de
Oes ((2 — y/3, (1 + vy)/3, (4 — 2y)/3)). Suponiendo que 7y es pequefia, este punto serd
adn un sumidero. Podemos preguntar qué efecto tendrd sobre las poblaciones ajustar el va-
lor de v. Para verlo, calculamos la derivada de y de cada una de las coordenadas del pun-
to de equilibrio. Para z = (4 — 27)/3, la derivada respecto a y es

d (4=2y\ 2
dy 3 T3
que es negativa. Esto es como lo esperdbamos, ya que un incremento en el efecto de la en-
fermedad debe disminuir el nimero de lobos. Paray = (1 + vy)/3, la derivada con respec-

toayes
d (1+y) 1
dy 3 X

que es positiva. Entonces, un incremento en vy es bueno para la poblacién de alces, como
era de esperarse. Finalmente, para x = (2 — y)/3, la derivada con respecto a y es

d (2—-y\_ 1
dy ( 3 ) )
que es negativa. Un incremento en vy disminuye la poblacién de equilibrio de los arboles.
Hay dos observaciones importantes que hacer. Primero, aunque resulta sencillo ha-
cer modelos simples de sistemas que representan largas cadenas alimenticias, no es tan fi-
cil encontrarlas en la naturaleza. La mayor parte de los depredadores tienen varias espe-
cies de dénde escoger su alimento. Cuando una presa escasea, aquéllos cambian su dieta.

En segundo lugar, al modificar un sistema deben tomarse en cuenta las situaciones
cambiantes. Aunque el analisis anterior puede parecer obvio, si hubiéramos escogido cam-

* Vea “Winter Devastates Island’s Moose”, por Les Line en el New York Times Science Section, 1 de abril
de 1997.
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biar las ecuaciones para considerar la enfermedad de los lobos reduciendo el parametro de
la razén de crecimiento de su poblacién, en ese caso habriamos obtenido resultados dife-

rentes (vea los ejercicios).

Ecuaciones de Lorenz

Las ecuaciones de Lorenz son

d
= =ay—x)
dy
Y o x—y—
ar CPrTY T
dz
d—;=—ﬂz+xy,

donde o, p y B son pardmetros. En la seccién 2.5 fijamos los valores de los parametros a
o =10, B = 8/3 y p = 28 para obtener el sistema estudiado por Lorenz:

dx

22— 10(y —

’n »y—x
d
d—i:ZSx—y—xz
dz 8 x
ar 3T

Las aproximaciones numéricas que estudiamos en esa seccién mostraron que las solucio-
nes se mueven en lazos alrededor del espacio fase en una manera muy complicada (vea la
figura 5.45). Con ayuda del procedimiento de linearizacién cerca de los puntos de equili-
brio, podemos obtener algo mas de informacién acerca del comportamiento de esas 6rbi-
tas. (Sin embargo, la trama completa tendra que esperar hasta el capitulo 8.)

Los puntos de equilibrio son (0, 0, 0), (6\/5, 6V2, 27y (—6\/5, —6V2,27). Al-
rededor de cada uno de esos puntos efectuaremos linearizaciones para determinar el retra-

to local del espacio fase.

Figura 5.45
Una curva solucién del sistema de Lorenz en
el espacio fase x-y-z.
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La matriz jacobiana en (x, y, z) es

28—z -1 ~—x
y x =8/3

En el origen, la jacobiana es

-10 10 0
2 -1 0o |,
0 0 -83

por lo que el sistema lineal que aproxima al sistema de Lorenz cerca del origen es

dx

— =—10 10
R x + 10y
dy

= =28x —

dt Ty

dz _ §z

dr 37

Este sistema se desacopla porque las ecuaciones para dx/ds y dy/dt no dependen de 7, y la
ecuacién para dz/dt no depende ni de x ni de y. En la seccién 3.8 estudiamos este sistema
y encontramos que el origen es un sumidero en la direccién z y un punto silla en el plano
x-y. En la gréfica tridimensional, el origen es un punto silla con un plano de condiciones
iniciales tendiendo hacia el origen cuando # crece y una linea de condiciones iniciales pro-
xima al origen cuando ¢ decrece. El retrato del espacio fase se reproduce en la figura 5.46.

A continuacidn consideramos el punto de equilibrio (6\/£ 6V2, 27). El jacobiano
en este punto es

~10 10 0
1 -1 —642
6v2 62 —8/3

Los eigenvalores son 4; = —13.8, 4, = 0.094 + 10.2i y A4; = 0.094 ~ 10.2i, por lo que
este punto es un punto silla espiral que tiene una lfnea de soluciones cercanas al punto de
equilibrio conforme ¢ crece, y un plano de soluciones que se mueven en espiral hacia el
punto de equilibrio conforme # decrece, las cuales se aproximan a dicho punto muy rédpi-
do a lo largo de la direccién del eigenvector del eigenvalor negativo, y luego se alejan en
espiral lentamente a lo largo del plano correspondiente a los eigenvalores complejos. Al
calcular los eigenvectores, podemos obtener la orientacién de la linea recta de las solucio-
nes y del plano de soluciones en espiral. Esto da una buena representacién del espacio fa-
se cerca del punto de equilibrio, que estd esbozado en la figura 5.46.

Podemos determinar la linearizacién para el punto de equilibrio (—6V2, —6V/2,
27) de la misma manera y encontramos que es también un punto silla espiral. Esos
célculos nos dan el retrato “local” del espacio fase cerca de los puntos de equilibrio (vea
la figura 5.46). Colocando esto cerca de una solucién del sistema completo no lineal de
Lorenz, empezamos a ver algiin orden en la manera en que se comporta la solucién (vea
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la figura 5.47), pues tiende a uno de los puntos de equilibrio (612, =6V/2, 27) alo lar-
go de la linea recta correspondiente al eigenvalor negativo. Al llegar cerca al punto de
equilibrio, comienza a alejarse moviéndose en espiral. Cuando la espiral es suficientemen-
te grande, la solucién queda involucrada con el punto silla en el origen y regresa a repe-
tir su patrén previo o bien va al punto de equilibrio “del otro lado”.

Verificacién de la realidad

El estudio del comportamiento local cerca de los puntos de equilibrio nos ha dado un po-
co mds de informacién acerca del complicado comportamiento de las soluciones del sis-
tema de Lorenz. Sin embargo, los retratos locales no nos dicen toda la historia. Esto es lo
que hace tan dificil el estudio de éste y otros sistemas tridimensionales. El cdlculo y los
procedimientos de linearizacién nos dicen mucho sobre las partes pequefias del espacio
fase, pero el comportamiento de las soluciones también depende de qué estd sucediendo
“globalmente”. El desarrollo de las herramientas necesarias para estudiar esos sistemas,
asf como para entender los modelos individuales, es un drea activa de la investigacién ma-
tematica.

~N

y x

Figura 5.46 Figura 5.47

Retratos de espacios fase locales Una curva solucién del sistema no lineal
alrededor de tres puntos de equilibrio. de Lorenz.

EJERCICIOS PARA LA SECCION 5.5

Los ejercicios 1-4 se refieren al modelo de la cadena alimenticia de tres especies

Z—’t‘zx(l—x)~xy

dy

CAYS —yz
o yd-=y)+xy—y
dz

= =1 - .

7 (1 —2)+yz

del texto. En la secci6n estudiamos la linearizaci6n para el punto de equilibrio donde las
tres especies coexisten. Los otros puntos estdn dados abajo. Para cada uno,
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(a) encuentre el jacobiano en el punto,

(b) encuentre los eigenvalores y eigenvectores,

(¢) clasifique el punto de equilibrio,

(d) esboce el espacio fase del sistema linearizado, y

(e) analice en unas pocas frases qué sucede a una solucién con valor inicial cerca del pun-
to de equilibrio. Habré varios casos, dependiendo de qué poblaciones no son nulas.
No necesita considerar las poblaciones negativas, pero si todas las combinaciones de
cero y poblaciones positivas que estén cerca del punto de equilibrio.

1. (1,0,0) 2. (0,1,0) 3.0,0,1) 4. (1,0, 1)

5. Explique por qué hay un punto de equilibrio en (1, 0, 1) con 4rboles y lobos coexis-
tiendo bajo sus capacidades de soporte, pero no hay puntos de equilibrio ni en (0, 1,
Dnien (i, 1, 0).

(a) Dé€ primero la razén “matemdtica” para estudiar las ecuaciones diferenciales.

(b) Relacione esto con el modelo para comprobar si sus conclusiones son “fisicamen-
te razonables”.

6. Suponga que una enfermedad de los alces entra a la regién de estudio y que By alces
por unidad de tiempo son abatidos por la enfermedad (donde 8 es pequefio).
(a) Modifique el modelo para incluir la enfermedad de los alces.
(b) (Cudles son los puntos de equilibrio para el nuevo modelo (recuerde que S es pe-
quefio)?
(¢) (Cémo afecta un incremento en B las poblaciones de equilibrio de 4rboles, alces
y lobos cuando las tres especies coexisten?

7. En esta seccién modificamos el modelo original drbol-alce-lobo para incluir el efecto
de una enfermedad en los lobos, sustrayendo un término Ly de la poblacién de lobos.
Es tentador considerar que el efecto de una enfermedad sobre esa especie modifica el
pardmetro de su razén de crecimiento. Es decir, cambiar la ecuacién de dz/dt a

dz

— =¢z(1 —2) + yz,

2 = Y+
donde { es una constante cercana a 1. Las ecuaciones para dx/dt y dy/dt permanecen
sin cambio.

(a) Encuentre los puntos de equilibrio de este nuevo sistema. [Sugerencia: Los pun-
tos dependeran del pardmetro {. Recuerde, { es cercano a 1.]

(b) ;Qué efecto tiene un decremento de ¢ sobre la poblacién de equilibrio donde las
tres especies coexisten?

(c) ;Es el cambio en el punto de equilibrio lo que usted esperaba?
8. Ademds del mal tiempo durante el invierno de 1996-1997, la poblacién de alces en la

isla Royale fue también atacada por las garrapatas de la madera.* Podemos conside-
rar a las garrapatas como otro depredador de los alces.

(a) Suponga que las garrapatas comen sélo sangre de alce. Incorpore el efecto de las
garrapatas en el modelo. [Sugerencia: Introduzca una nueva variable dependiente.]

(b) Analice los puntos de equilibrio de su nuevo modelo.

* Vea “Winter Devastates Island’s Moose”, por Les Line, en el New York Times Science Section, 1 de abril
de 1997.
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5.6 FORZAMIENTO PERIODICO DE SISTEMAS NO LINEALES Y CAOS

Hasta ahora en este capitulo hemos analizado sélo sistemas auténomos no lineales. Por
otra parte, en el capitulo 4 encontramos muchas importantes ecuaciones de segundo orden
no auténomas. En particular, las ecuaciones del oscilador arménico periédicamente forza-
do sélo dependian del tiempo y exhibfan comportamientos muy interesantes. Por ejemplo,
en la seccién 4.2 encontramos que el forzamiento periédico afecta la amplitud de las so-
luciones oscilantes y puede incluso ocasionar que el sistema “explote” en el caso del for-
zamiento resonante. En la seccién 4.5 estudiamos también un sistema no lineal particular
con forzamiento periddico (el puente del estrecho de Tacoma) y vimos que éste tenia
un comportamiento sorprendente. En esta seccién continuamos con el estudio de sistemas
no lineales excitados periédicamente.

Como en el de Lorenz, esos sistemas son ejemplos que a menudo exhiben un com-
portamiento cadtico. En este contexto, la palabra cadtico significa que las soluciones ex-
hiben un nimero infinito de comportamientos cualitativamente diferentes. Ademads, esas
soluciones diferentes estdn empacadas de forma muy estrecha entre si, de modo que cual-
quier cambio en las condiciones iniciales tiene un efecto radical a largo plazo en la solu-
cién. Por esas razones, es imposible encontrar soluciones analiticas para un sistema cadtico
debido a que existe una gran diversidad de soluciones. También es imposible un andlisis
cualitativo completo de las soluciones por la misma razén. A continuacién estudiaremos
algunos aspectos del comportamiento sorprendente de esos sistemas, y que nos servirdn
de herramientas para reconocer el “caos” cuando lo encontremos en otros sistemas.
Dichos sistemas son el tema de activas investigaciones en matematicas. Si nuestra presen-

'~ ~tacién parece incompleta, se debe a que una parte de la historia aiin debe ser descubierta.

Una ecuacion de Duffing forzada periédicamente

Comenzamos con un ejemplo de un sistema no lineal que hemos “entendido comple-
tamente”, es decir, que podemos dibujar su plano fase y describir el comportamiento de
todas las soluciones generadas. Luego agregamos un término de forzamiento periédico y
desarrollamos los procedimientos para obtener informacién del sistema resultante no
auténomo.

El sistema no lineal que consideramos es una ecuacién de Duffing de la forma

dy_v
dt
dv 3
Z—-Y")’-

Este es un sistema hamiltoniano con energia H(y, v) = v¥2 — y¥2 + y¥4. Podemos di-
bujar entonces el plano fase para este sistema dibujando las curvas de nivel de H (vea la
figura 5.48).

Figura 5.48
Plano fase para el sistema
dy
It A
dt
dv 3

Z—y—)ﬂ
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El mapa de retorno

El sistema tiene dos puntos de equilibrio centros en (%1, 0) y uno de punto silla en
(0, 0). Las soluciones que tienden al punto silla cuando t — —oo también se acercan a ese
punto cuando ¢ — +eo. Todas las demés soluciones son periédicas, y se mueven alrede-
dor de uno de los centros o de los tres puntos de equilibrio.

Modificamos este sistema agregando un término de forzamiento senoidal para ob-
tener

dy
Z =v
dv 3
E =y —y +esent.

Note que la amplitud del forzamiento estd dado por €y el periodo es 27 (vea los ejerci-
cios para la interpretacion de este sistema como ecuacion de segundo orden).

Como seiialamos en la seccién 4.1, las herramientas usuales para tratar con sistemas (el

campo vectorial, el campo de direcciones y el plano fase) no son importantes en sistemas”
no auténomos porque el campo vectorial cambia con el tiempo. En realidad, necesitamos

un retrato tridimensional con ejes y, vy t. En ese caso, podriamos imaginar que las solu-

ciones se mueven a lo largo de curvas en el espacio tridimensional y-v-z. En la figura 5.49

se ha intentado representar este tipo de retrato. Esta figura contiene sélo tres soluciones y,

sin embargo, es bastante dificil visualizarlas; ademds, para entender su comportamiento a

largo plazo, tendriamos que extender el eje ¢ bastante lejos. Necesitamos encontrar una

mejor manera de representar las soluciones.

Figura 5.49

Tres soluciones del sistema

dy _
dr
dv

3
—_— =y - esent
P7RRE AR +

en el espacio y-v-t.

Para representar las soluciones de este sistema usamos una idea de la primera per-
sona que vio y entendi6 las ramificaciones de los sistemas caéticos, el matemdtico Henri
Poincaré. El objetivo es reemplazar el retrato tridimensional en la figura 5.49 por otro
bidimensional. Fijemos un punto inicial y(0) = y,, v(0) = ;. En la figura 5.50 est4 repre-
sentado por un punto en el plano ¢ = 0. Si dibujamos el plano ¢ = T para algiin tiempo pos-
terior T en el espacio y-u-, podemos preguntar en qué punto se tocan la solucién que empieza
en (yg, 1) en el tiempo ¢ = 0 y el plano. Siguiendo la curva solucién hasta el tiempo ¢ =T,
podemos determinar donde se localiza este punto de reunién (vea la figura 5.50).
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Figura 5.50

Punto inicial sobre el plano s = O e
interseccin de la soluci6n sobre el plano
t=T.

Ahora aprovechamos el hecho de que el término de forzamiento es periédico. To-
mamos T = 2. La solucin que se inicia en ¢ = 0 interseca el plano t = 277 en algin punto
1, v1) = (y(2m), v(27)). Una manera de seguir esta solucién mas adelante es prolongar”
el eje ¢. Sin embargo, como el forzamiento es periédico, las ecuaciones diferenciales tam- -
bién lo son, y su periodo es 2. Por consiguiente, la curva que se inicia en (y;, v;) cuan-
do t = 27r es una traslacién en 27 unidades de tiempo de la curva que se inicia en (y;, v;)
sobre el plano ¢ = 0. En ese caso podemos seguir la solucién por otras 27 unidades de
tiempo sin prolongar el eje 7. Cuando transcurren 27 unidades mas, la solucién vuelve a
encontrar de nuevo el plano ¢ = 2, esta vez en un punto (y,, ), que es igual a (y(4m),
v(4m)). Podemos repetir el proceso moviendo el punto (y,, vy) al plano ¢t = 0y luego se-
guir la soluci6n otras 27 unidades de tiempo (vea la figura 5.51).

Este retrato atin es muy complicado cuando ¢ es grande ya que hay muchas ramas
de la soluci6n que van de r = 0 a t = 2. Sin embargo, el comportamiento de la solucién
puede recuperarse de un retrato mds simple. Supongamos que lo giramos de manera que
cl eje ¢ entra directamente hacia el papel. S6lo veremos los puntos en que la solucién pe-
netra al plano ¢ = 0, es decir, los puntos (yo, ) = (¥(0), v(0)), 01, ) = Q2m), v(2m),
(y2, vy) = (y(4m), v(4m)), etc. Esta secuencia de puntos es suficiente para dar una buena
idea del comportamiento a largo plazo de la solucién.

Figura 5.51

El espacio fase de 0 < ¢ < 4. Note que la
seccién de 27 a 417 es justamente una
traslacién de la seccién de 0 a 2.
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Reemplazamos entonces el retrato de las curvas solucién en el espacio de fase tridi-
mensional por una funci6én que lleva un valor inicial dado (yo, v) en el plano ¢ = 0 a su
punto de “primer retorno” (yj, v;), también en el plano ¢ = 0. Esta funcién se llama el ma-
pa de retorno o mapa de retorno de Poincaré; imaginamos los puntos en el plano t =
0 llevados o “mapeados” al siguiente punto de interseccién con este plano por el mapa de
retorno. Aplicando repetidamente esta funcién, vemos los puntos en que la solucién pe-
netra el plano en sucesién.

Mapa de retorno para el sistema no forzado

Para ilustrar este procedimiento, consideremos primero un caso simple. Sea € = 0, por lo
que tenemos un sistema no forzado

dy
a "’
dv 3
a7

Este es un sistema auténomo, pero usamos las ideas anteriores para dar un retrato del ma- .
pa de retorno en este caso especial. Si comenzamos con una condicién inicial cerca del
punto de equilibrio en (1, 0), entonces la solucién en el espacio y-v-t se mueve en espiral
alrededor de este punto de equilibrio (vea la figura 5.52). El mapa de retorno para esta so-
lucién toma puntos sobre esta curva a intervalos de tiempo de 247, y proporciona una secuen-
cia de puntos sobre un lazo alrededor de (1, 0). Si tomamos una condicién inicial distinta
mas alejada de (1, 0), la solucién se mueve en espiral a una razén diferente alrededor de
(1, 0), y el mapa de retorno resultante da una secuencia de puntos que se desplazan més
lento alrededor de (1, 0). Los puntos de equilibrio del sistema dan soluciones que siempre
regresan al mismo lugar sobre el plano. Dichos puntos se denominan puntos fijos del ma-
pa de retorno de Poincaré. Finalmente, las soluciones que tienden desde el punto de equi-
librio del punto silla y retornan a si mismas, dan una secuencia de puntos que parten del
origen y regresan a él a través del mapa de retorno de Poincaré (vea la figura 5.53).

|
|
|
|

=

’Lé/‘ . T

Figura 5.52
En el espacio y-u-, dos vistas de una solucién con punto inicial cerca de (1, 0)
para el sistema no forzado.
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Figura 5.53

Retrato del espacio y-1-¢ de una solucién que va desde el
punto de silla en (0, 0) cuando t = — oo de regreso hasta
(0, 0), cuando ¢ —> +ee, y el correspondiente mapa de
retorno de Poincaré.

En la figura 5.54 mostramos los resultados de aplicar el mapa de retorno a varias
condiciones iniciales diferentes en el sistema no forzado. En este caso, el mapa de retor-
no de Poincaré se parece mucho al plano fase. Las condiciones iniciales cerca de (+1, 0)
dan soluciones que permanecen sobre lazos cerrados alrededor de (*1, 0), por lo que en
el mapa de Poincaré esas soluciones dan secuencias de puntos sobre lazos alrededor de
(%1, 0). La distribuci6n de esos puntos difiere a distintos radios, porque la razén a la que
las soluciones se mueven en espiral alrededor del origen disminuye conforme el radio au-
menta. Las drbitas que conectan el punto fijo de punto silla al mismo dan secuencias que
van del origen y de regreso a éste.

Igual que con el espacio fase, es muy instructivo observar esos retratos conforme
son calculados. El orden en que aparece la secuencia de puntos en el mapa de retorno da
mucha més informacién que el retrato estético. Sin embargo, atin podemos usar el mapa
completo de Poincaré para extraer conclusiones acerca de las soluciones.

v Figura 5.54
El mapa de retorno de Poincaré para muchas
soluciones diferentes del sistema

dy

e AN

dt

dv 3
Frint it

Mapa de retorno para el sistema forzado no lineal
Ahora volvemos al sistema forzado no lineal
dy
2=
dt

v _ 3 + esent
dt_y y .

Para calcular soluciones numéricamente necesitamos escoger un valor de €. Con este fin,
escogemos € = 0.06, pero en los ejercicios se consideran otros valores de €. Nuestro ob-
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jetivo es usar el mapa de retorno de Poincaré para interpretar el comportamiento de las so-
luciones de este sistema.

Fijamos una condicién inicial cerca del centro (1, 0), calculamos la solucién en el
espacio y-v-t y luego el retrato del mapa de retorno de Poincaré. La imagen resultante se
encuentra en la figura 5.55, y la gréfica y(z) estd dada en la figura 5.56. Podemos usar es-
te retrato para predecir el comportamiento de la solucién: por lo menos para tiempos que
son mriltiplos de 2, la posicién de la solucién permanece relativamente cerca de (1, 0).

v Vo

4 8!

/

-1 -1 u(r)

Figura 5.55

Mapa de retorno de Poincaré para una
solucién con punto inicial cerca de (1, 0)
para el sistema forzado de Duffing con
€ = 0.06.

Figura 5.56
Las graficas y(#) y v(#) de las soluciones en la
figura 5.55.

Las soluciones que se inician cerca del punto silla en el origen son mucho mis in-
teresantes. El mapa de retorno de Poincaré para tal solucién se da en la figura 5.57. En-vez
de una curva simple que conecte el origen consigo mismo, toda a un lado del plano fase,
vemos una nube de puntos en ambos lados del origen.

La figura 5.57 nos permite predecir que una solucién que se inicia cerca del origen
se comporta de manera erritica. La coordenada y toma valores tanto positivos como ne-
gativos. Como los puntos no parecen seguir un patrén regular, podemos predecir que la
gréfica y(f) de esta solucién oscila sin ningin patrén particular. Esto es lo que observamos
en la figura 5.58. ’

v(1)

y(t) —

Figura 5.57

Mapa de retorno de Poincaré para una
solucién con punto inicial cerca del origen,
para el sistema no lineal forzado con

€ = 0.06.

Figura 5.58
Las graficas y(f) y v(¢) de las soluciones
en la figura 5.57.



5.6 Forzamiento peri6dico de sistemas no lineales y caos 483

Figura 5.59
Plano fase para el sistema no forzado
d
Yy
dt
dv 3
2 )T

Es posible obtener alguna idea de por qué esta solucidn se comporta como lo hace,
observando de nuevo el plano fase del sistema no forzado (vea la figura 5.59). Una solu-
cioén que se inicia cerca del origen, digamos justo a la derecha de (0, 0) cerca de la sepa-
ratriz que sale del origen, se mueve alejdndose de éste durante cierto tiempo. Luego forma
un lazo y retorna y se aproxima a (0, 0). El término de forzamiento es muy pequeiio, por
lo que tiene poco efecto sobre la solucién cuando est4 lejos de (0, 0), ya que el campo vec-
torial tiene una magnitud relativamente pequefia en esta region. Esperamos entonces que
la solucién retorne a esta vecindad cerca de la separatriz de entrada. Cuando la solucién
estd cerca del origen, el campo vectorial del sistema no forzado es pequeiio, por lo que el
forzamiento se vuelve mas importante. Cuando la solucién est4 cerca de (0, 0), si el tér-
mino de forzamiento estd empujando la solucién hacia arriba (es decir, 0.06 sen ¢ > 0),
entonces la solucién se mueve hacia la regién v > 0 y por consiguiente sigue a la separatriz
de salida de regreso hacia el medio plano derecho. Si, por otra parte, el término de forza-
miento es negativo cuando la soluci6n estd cerca del origen, en ese caso es posible que
haya suficiente “empuje” para mover la soluci6én por debajo de la separatriz de entrada.
En esta situacién la solucién procede hacia el medio plano izquierdo y, una vez ahi, des-
cribe un lazo alrededor del punto de equilibrio izquierdo.

Asf entonces, en cada lazo, la solucién del sistema forzado debe “tomar una deci-
sién” cuando regresa a la vecindad del origen. Puede entrar al medio plano derecho o al
medio plano izquierdo. ;Qué direcci6n toma la solucién? Depende de la posicién de la so-
lucidn respecto al origen y del signo del término de forzamiento cuando se aproxima al
origen. Esto significa que la opci6n depende entonces del tiempo.

En consecuencia, no podemos predecir qué sucede cuando la condicién inicial es
modificada ligeramente. La solucién se mueve lentamente cuando estd cerca de (0, 0), por
lo que un ligero cambio de la condicién inicial que empuje a la solucién més cerca del ori-
gen representa una diferencia importante en el tiempo que la solucién pasa cerca de (0, 0).
Esto a su vez afecta el tiempo que le toma regresar a la solucién al origen y, por con-
siguiente, puede influir a qué lado del plano y-v entrard después. Por tanto, una pequefia
diferencia en la condicién inicial puede cambiar de manera radical el comportamiento a
largo plazo de la solucién. Esto se evidencia en la figura 5.60, donde se muestran las gra-

y Figura 5.60
2 Las gréficas y(f) de dos soluciones cuyos
puntos iniciales estin muy cercanos entre sf.

-2
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ficas y(#) de dos soluciones con condiciones iniciales muy cercanas entre si. Durante un
tiempo permanecen cercanas, pero después estdn separadas lo suficiente para tomar deci-
siones diferentes sobre qué camino seguir cuando estdn cerca del origen. Después de este
tiempo, las soluciones son totalmente distintas.

Verificacion de la realidad

Sabemos que el sistema es “deterministico”. Este comportamiento de las soluciones es al-
go frustante, puesto que estd completamente determinado por el lado derecho del sistema
de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, cuando observamos las soluciones, se comportan
una manera que parece no tener ningiin patrén particular. Incluso hemos antropomorfizado
las soluciones diciendo cosas como “la solucién decide qué camino seguir”. Las solucio-
nes no piensan, y no tienen que hacerlo puesto que su comportamiento estd determinado
por el lado derecho de la ecuacién diferencial. Lo que pasa es que un cambio muy leve en
las condiciones iniciales puede generar un cambio drastico en el comportamiento a largo
plazo del sistemna.

Si bien este tipo de comportamiento no parece usual comparado con el de las ecua-
ciones diferenciales que hemos estudiado en secciones previas, no es tan poco comiin en
la naturaleza. Todos los sistemas fisicos como el flujo de agua en una corriente turbulen-
ta, los patrones del tiempo meteoroldgico en la Tierra y aun el lanzamiento de una mone-
da se comportan de esta manera. Esos sistemas son deterministicos, ya que obedecen le-
yes estrictas de la fisica. Esto no implica que sean predecibles. Un pequefio cambio en las
condiciones iniciales puede conducir a una diferencia radical en su comportamiento.

Incluso es peligroso confiar en las simulaciones numéricas de esos sistemas. Sabemos
que todo método numérico sélo proporciona aproximados de las soluciones. Hay peque-
fios errores en cada paso de la simulacién. Para un sistema como el de arriba, un pequeiio
error en la aproximacién numérica nos da una solucién cercana que es ligeramente diferen-
te de la esperada. Pero las soluciones cercanas pueden tener comportamiento a largo plazo
radicalmente diferentes. En ese caso, una simulacién numérica puede dar resultados muy
diferentes de la solucion deseada.

Esta es una razén por la que la prediccién del tiempo a largo plazo (més all4 de cin-
co dias) no es usualmente muy exacta. Un conocimiento incompleto de los sistemas cli-
maticos y errores en las simulaciones numéricas conducen a predicciones que pueden es-
tar lejos de ser correctas.

El péndulo forzado periédicamente

Como un segundo ejemplo de un sistema no lineal forzado periédicamente, volvemos al
sistema que modela el movimiento de un péndulo. Podemos imaginar un péndulo sobre
una mesa al que se estimula cada cierto periodo. Resulta que gran parte del comporta-
miento observado antes también ocurre para este sistema.

Las ecuaciones

Las ecuaciones del péndulo forzado periédicamente con masa 1 y longitud de brazo 1 son
de
dt
dv
dt

donde g es la constante gravitatoria. El término de forzamiento € sen ¢ modela una fuerza

externa que empuja periédicamente al péndulo en sentidos horario y antihorario con am-

= —gsen#d + e sent,
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plitud € y periodo 2. Por conveniencia suponemos que se han escogido las unidades de
tiempo y distancia y que g = 1; nuestro sistema es entonces
do

— =7

dt
dv
— = —senf + esent.
dt

El mapa de retorno

Construimos el mapa de retorno para el sistema del péndulo forzado exactamente igual
que antes. El periodo del término de forzamiento es de nuevo 27, por lo que seguimos las
soluciones en el espacio 6-v-t, comenzando en el plano ¢t = 0 y marcando el lugar en que
cruzan el plano ¢ = 2.

Para los ejemplos siguientes, fijamos € = 0.01; pero en los ejercicios se consideran
otros valores de €. En la figura 5.61 mostramos el mapa de retorno de Poincaré para una
solucién con condicidn inicial cerca de (0, 0). El lazo espeso resultante pertenece a una so-
lucién que oscila con amplitud variable. La grafica 6(r) de la misma solucién en la figura
5.62 muestra esta oscilaci6n.

Figura 5.61

Mapa de retorno de Poincaré para el sistema

del péndulo periédicamente forzado con

-1+

Figura 5.62
Grifica en el plano 6 de la soluci6n en la
figura 5.61. (La amplitud de la oscilacién

€ = 0.01, para una solucién con condicién
inicial cerca de (0, 0).

permanece acotada para toda £.)

Las condiciones iniciales cerca de (0, 0) para el sistema del péndulo forzado corres-
ponden a echar a andar el péndulo con un pequefio dngulo y con pequefia velocidad. En
esta situacién, el péndulo no forzado (sin amortiguamiento) oscila para siempre con am-
plitud pequefia constante. La adicién del término de forzamiento significa que, igual que
para el oscilador armérico forzado, unas veces empuja en la direccién del movimiento ha-
ciendo que el péndulo oscile més arriba, y algunas otras opone resistencia al movimiento
haciendo que el péndulo oscile menos. A diferencia del oscilador arménico, el periodo del
péndulo depende de la amplitud. Por tanto, un forzamiento agrega y resta energia del sis-
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tema de modo que, a largo plazo, se vuelve muy complicado. (Esto no es evidente en la
figura porque el forzamiento es pequefio.)

Soluciones cerca de los puntos de equilibrio de punto silla

La figura 5.63 muestra el mapa de retorno de Poincaré para una solucién de la ecuacién
del péndulo forzado periédicamente (€ = 0.01) con condicién inicial cerca de (—, 0).
Esos puntos forman una “nube” sin ninguna estructura particular. Ademds, la coordenada
0 resulta bastante grande. Esto significa que el brazo del péndulo ha girado por completo
varias veces en una direccion.

v
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Figura 5.63

Mapa de Poincaré para el sistema del péndulo
periédicamente forzado con € = 0.01, para una
solucién con condicién inicial cerca de (—, 0).

Como ocurre en el sistema forzado Duffing, siempre que la solucién se aproxima a
un punto de equilibrio de punto silla, debe “decidir” qué camino seguir. Si permanece en
el medio plano superior, entonces la coordenada 6 de la solucién se incrementa en un mil-
tiplo de 27 antes de retornar a la vecindad de otro punto silla. Si escoge entrar a la parte
inferior del medio plano, entonces la coordenada € disminuye en 27 antes de hacer otra
eleccion. Si graficamos la coordenada 6 de la solucién arriba del plano 6, vemos que se
desplaza de manera muy irregular. En particular, es posible que se vuelva muy grande po-
sitivamente (o negativamente) si el péndulo “decide” girar de pronto en la misma direc-
cién (vea los ejercicios 5-8).

La decisi6én de qué camino sigue la soluci6én cuando esté cerca de un punto silla de-
pende del signo del término de forzamiento. En ese momento el comportamiento de la so-
luci6n depende muy levemente de la condicién inicial. Si dos soluciones se inician cerca
de (—m, 0) con casi la misma condici6n inicial, al final se separan y se vuelven muy dife-
rentes (vea la figura 5.64).

De los retratos anteriores podemos deducir la existencia de un comportamiento in-
teresante en el sistema del péndulo forzado. Una solucién del sistema del péndulo forza-
do con condicién inicial cerca de (—r, 0) corresponde a una posicién inicial del péndulo
que es casi vertical pero con muy poca velocidad. Por supuesto, el péndulo oscila hacia
abajo. Durante la oscilacién, el forzamiento tiene muy poca influencia en el movimiento
del péndulo.
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Figura 5.64

Las gréficas 6(r) para dos soluciones de la ecuacién del
péndulo periédicamente forzado con condiciones
iniciales casi iguales.

Cuando el péndulo oscila casi hasta la posicién vertical, se retarda de nuevo y el
efecto del término de forzamiento es més pronunciado; cuando est4 cerca de la parte su-
perior de la oscilacién, el término de forzamiento lo “empuja sobre la parte superior” de
modo que hace otra vuelta en la misma direccién, o lo “jala de regreso” y oscila de regre-
so al camino por el que vino. ;Qué camino toma el péndulo? Esto podemos saberlo a par-
tir del signo del término de forzamiento, que a su vez depende del tiempo que le toma lle-
gar al péndulo a la parte superior de su oscilacién. Como el péndulo se mueve muy lento
cerca de la parte superior de su trayectoria, un pequefio cambio en las condiciones inicia-
les puede generar un cambio dréstico en el tiempo y, por consiguiente, ocasionar una mo-
dificaci6n en la direccién del péndulo.

Recalcamos que el tipo de razonamiento fisico dado con anterioridad no pretende
reemplazar los retratos de los mapas de retorno de Poincaré ni el anélisis de las solucio-
nes. Aunque el razonamiento fisico tiene sentido, no nos dice si un término de forzamiento
con € = 0.01 es suficientemente grande para ocasionar este tipo de comportamiento.

La moraleja de esta seccién es que incluso sistemas que “entendemos” como el péndulo
pueden volverse muy complicados cuando se agregan términos adicionales como el for-
zamiento forzado. El sistema del péndulo forzado periédicamente a primera vista no pa-
rece tan complicado, pero del mapa de retorno de Poincaré vemos que sus soluciones se
comportan de manera muy impredecible. Un pequefio cambio en la posicién inicial con
frecuencia tiene un efecto radical sobre el comportamiento de la solucién.

Si este tipo de comportamiento, que en la actualidad se llama caos, puede observar-
se en un sistema tan simple como el del péndulo forzado periGdicamente, no deberia sor-
prender que también pueda encontrarse en la naturaleza. Esto no es un descubrimiento
nuevo. Alrededor de 1880, Henri Poincaré fue quien consider6 por primera vez la posibi-
lidad de la existencia del “caos” en la naturaleza. Se encontraba estudiando el movimien-
to de un pequefio asteroide bajo la influencia de una estrella (el Sol) y un planeta grande
(Jtpiter). Poincaré desarroll el mapa de retorno para investigar el comportamiento de es-
te sistema. Lo notable es que entonces no se tenia el beneficio de observar las simulacio-
nes numéricas de las soluciones, como lo hacemos hoy en dia. Sin embargo, é1 pudo ver
que el mapa de retorno se comportarfa de manera muy complicada y sabiamente no inten-
t6 dibujarlo.
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EJERCICIOS PARA LA SECCION 5.6

En los ejercicios 1-4 se dan las graficas de mapas de retorno de Poincaré para cuatro 6r-
bitas distintas, con cuatro valores diferentes de €, y condiciones iniciales para la ecuacién
de Duffing forzada periédicamente

d

ar ="

dv 3
d—t=y—y + €sent.

descrita en el texto. Ademds, también se proporcionan cuatro graficas y(f) para solucio-
nes de este sistema.

(a) Asocie los mapas de retorno de Poincaré con las gréficas y(z).

(b) En un ensayo breve describa c6mo hizo esta asociacién y explique el comportamien-
to cualitativo de la solucién.
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1. Para € = 0.1, y(0) = 1.1, v(0) = 0.

031 - -
’
4+ 7
0.2 /A N

0.1t

oy
A’
-

-0.1+ -

Mapa de retorno de Poincaré con 500 iteraciones.
Se indican los primeros cuatro retornos.
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2. Para € = 0.4, y(0) = 1.1, v(0) = 0.

Mapa de retorno de Poincaré con 500 iteraciones.
Se indican los primeros cuatro retornos.

3. Para € = 0.1, y(0) = 1.6, v(0) = 0.

v
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Mapa de retorno de Poincaré con 200 iteraciones.
Se indican los primeros cuatro retornos.

4. Para ¢ = 0.5, y(0) = 1.6, v(0) = 0.

Mapa de retorno de Poincaré con 800 iteraciones.
Se indican los primeros cuatro retornos.
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En los ejercicios 5-8 se dan los mapas de retorno de Poincaré para cuatro érbitas diferen-
tes con cuatro valores distintos de € y condiciones iniciales para el sistema del péndulo
forzado periédicamente

do
ar "
dv
— = —sené + esent
dt
descrito en el texto. Se dan también cuatro gréficas 6(f) para soluciones de este sistema.
(a) Asocie los mapas de retorno de Poincaré con las gréficas 6(z).
(b) En un ensayo breve explique c6mo hizo la asociacién y el comportamiento cualitati-
vo de la solucidn.
(c) Describa el comportamiento del brazo del péndulo cuando éste sigue la soluci6n in-

dicada.
) 9 @ ,
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5. Para ¢ = 0.1,0(0) = .2, v(0) = 0.

Mapa de retorno de Poincaré con 1000 iteraciones.
Se indican los primeros cuatro retornos.
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6. Para € = 0.5, 6(0) = 0.2, v(0) = 0.

v
2+ .

3,0 - . o

‘fsf'." .. et ’
0220 °, 1.

24+ ‘;:' N

Mapa de retorno de Poincaré con 250 iteraciones.
Se indican los primeros cuatro retornos.

7. Para € =0.1,60(0) = —1.06, v(0) = 0.

Mapa de retorno de Poincaré con 400 iteraciones.
Se indican los primeros cuatro retornos.

8. Para € = 0.5, 0(0) = —1.06, v(0) = 0.

Mapa de retorno de Poincaré con 250 iteraciones.
Se indican los primeros cuatro retornos.
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9. El mapa de retorno de Poincaré para una solucién del oscilador arménico forzado pe-

riédicamente
dy
dr
D _ 3y 402sent
i y .2sen
se da a continuacién.
v
4
y
2
—14
—24 3

Mapa de retorno de Poincaré para el sistema del
oscilador arménico forzado con condiciones
iniciales y(0) = 1, v(0) = 0.

(a) Encuentre la soluci6n con la condicién inicial y(0) = 1, v(0) = 0.

(b) Explique por qué el mapa de retorno de Poincaré tiene este aspecto.

(¢) {Qué aspecto tendria el mapa de retorno de Poincaré para la solucién con y(0) =
4, v(0) = 0? .

(d) Diga por qué el mapa de retorno de Poincaré para el sistema del oscilador armé-
nico forzado es diferente del mapa de Poincaré para el péndulo forzado.

10. Describa y esboce el mapa de retorno de Poincaré para la solucion del sistema del os-
cilador arménico forzado

dy

dt
d
;1—1:- = —4y +0.1sen2s.

[Sugerencia: Trate de resolver este problema cualitativamente, con s6lo pocos célculos.
(Cudl es la frecuencia natural del sistema?]



LABORATORIO 5.1

Resortes duros y suaves

En este laboratorio continuamos muestro estudio de las ecuaciones de segundo orden con-
siderando “resortes no lineales”. En la seccién 3.6 desarrollamos el modelo de un resorte
con base en la ley de Hooke, la cual establece que la fuerza restauradora de un resorte es

proporcional a su desplazamiento; esta suposicién conduce a la ecuacién de segundo
orden

dy

m
dr?

+ky =0.

Como la ecuacién diferencial resultante es lineal, decimos que ¢l resorte es lineal. En es-
te caso la fuerza restauradora es —k,y. Suponemos ademds que la fuerza de friccién o de
amortiguamiento es proporcional a la velocidad. La ecuacién de segundo orden resultan-
te es
2
m% + kd% + ky =0.

La ley de Hooke es un modelo idealizado que funciona bien para oscilaciones pequeiias.
De hecho, la fuerza restauradora es aproximadamente lineal si el desplazamiento del re-
sorte desde su posicién de equilibrio es pequefio, pero en general es més exacto modelar
la fuerza restauradora por una cibica de la forma —ky + by3, donde b es pequefia respec-
to a k. Si b es negativa, se dice que el resorte es duro, y si b es positiva, es blando. En este
laboratorio consideramos el comportamiento de los resortes duros y blandos para valores
particulares de los pardmetros. (Su profesor le indicard qué pardmetros usar de la tabla
5.1)

En su reporte deberd analizar los planos fase y las gréficas y(¢) y v(r) para describir
el comportamiento a largo plazo de las soluciones de las ecuaciones:

1. (Resorte duro sin amortiguamiento) La primera ecuaci6n que debera estudiar es la del
resorte duro sin amortiguamiento; es decir, k; = 0 y b = b;. Examine las soluciones
usando sus graficas y el plano fase. Considere los periodos de las soluciones periddi-
cas que tienen la condicién inicial v(0) = 0. Esboce la grafica del periodo como fun-
cién de la condicién inicial y(0). ;Hay un periodo minimo? ;Hay un periodo maxi-
mo? Si es asf, ;cOmo interpreta esos extremos?

2. (Resorte duro con amortiguamiento) Ahora utilice el valor dado de k; y b = b, para
introducir el amortiguamiento en el andlisis. En este caso, ;qué le pasa al comporta-
miento a largo plazo de las soluciones? Determine el valor del pardmetro de amorti-
guamiento que separa el caso subamortiguado del caso sobreamortiguado.

w

(Resorte blando sin amortiguamiento) Considere el resorte blando que corresponde al
valor positivo b, de b. ;Sobre qué rango de valores y es razonable este modelo? To-
me en cuenta los intervalos de las soluciones periédicas que tienen la condicién ini-
cial v(0) = 0. Esboce la grifica del periodo como funcién de la condicién inicial y(0).
(Hay un periodo minimo? ;Hay uno médximo? Use el retrato fase como ayuda para
justificar su respuesta.

>

(Resorte blando con amortiguamiento) Usando los valores dados de k;y b = by, jqué
sucede en este caso al comportamiento a largo plazo de las soluciones? Determine el
valor del pardmetro de amortiguamiento que separa el caso subamortiguado del so-
breamortiguado.

5. Desde un punto de vista fisico, ;cudl es la diferencia entre un resorte duro y otro blan-
do?
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LABORATORIO 5.2

Sobre su reporte: Responda cada uno de los cinco incisos en forma de un pequefio ensa-
yo. Puede ilustrarlos con retratos de los planos fase y graficas de las soluciones. Sin em-
bargo, sus ensayos deben quedar completos y ser inteligibles sin los retratos. Asegirese
de relacionar el comportamiento de las soluciones con el movimiento de la masa y resor-
te asociados del sistema.

Tabla 5.1

Opciones para los valores de los pardmetros. Suponga que la
masa m = 1, a menos que su profesor le indique otro valor.

Opcién ks kg 12 b,
1 0.1 0.15 —0.005 0.005
2 0.2 0.20 —0.008 0.008
3 0.3 0.20 —0.009 0.009
4 0.2 0.20 —0.005 0.005
5 0.1 0.10 -0.005 0.005
6 0.3 0.20 —0.007 0.007
7 0.3 0.15 -0.007 0.007
8 0.1 0.15 —0.004 0.004
9 0.2 0.15 —0.005 0.005
10 0.3 0.20 —0.008 0.008

Aproximaciones de orden superior para el péndulo

En capitulos previos estudiamos el comportamiento de las ecuaciones lineales homogé-
neas de segundo orden (como las del oscilador arménico) reduciéndolas a sistemas linea-
les de primer orden. Este procedimiento de “reduccién” también puede aplicarse a ecua-
ciones no lineales y, ademds, lo utilizaremos en este laboratorio para estudiar el péndulo
ideal y aproximaciones al péndulo.

En el texto modelamos el péndulo ideal por medio de la ecuacién no lineal de se-
gundo orden

2
‘;—tzg + ‘%sen 0=0,

donde 8 es el 4ngulo medido desde la vertical, g es la constante gravitatoria (g = 32 pies/ s?)
y | es la longitud de la barra del péndulo, es decir, el radio del circulo sobre el cual viaja
la masa. En este laboratorio compararemos los resultados de la simulacién numérica de
este modelo con los resultados obtenidos a partir de dos de sus aproximaciones. La pri-
mera de ellas es lineal y estd dada por

+89=0.

d*e
S+

dt

La segunda aproximacién es ctibica

d?e g 6% _
E+Eo-%)=0
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Recuerde que la expresién del cdlculo 6 ~ 6°/6 representa los primeros dos términos del
desarrollo en serie de potencias de sen 0 alrededor de 6 = 0. Estamos especialmente inte-
resados en ver qué tan cerca estén las soluciones de las aproximaciones de la ecuacién del
péndulo ideal de la ecuaci6n original. En particular queremos saber qué tanto se relacio-
nan los periodos de las 6rbitas de las aproximaciones con los periodos de las 6rbitas de la
ecuacién original del péndulo. Su profesor le indicard qué valor del pardmetro [ (la longi-
tud del brazo del péndulo) deber4 usar. Su reporte debe incluir:

1. Un andlisis del retrato fase para las tres ecuaciones. Compdrelos desde el punto de vis-
ta de qué tan bien las ecuaciones lineal y cibica aproximan al péndulo ideal.

2. Para estudiar cémo se relacionan los periodos de las 6rbitas, considere la familia pa-
ramétrica de condiciones iniciales 6, donde &0) = 6,y #(0) = 0 (velocidad inicial
nula). En otras palabras, debera usted estudiar las diversas soluciones que se inician
con un angulo dado y velocidad nula. ;Para qué intervalos de condiciones iniciales
los periodos de las 6rbitas de

2
6, 5(9 —9—3) =0
dt l 6

se aproximan bastante a los periodos de las érbitas del péndulo ideal? (El célculo de
los periodos en la aproximacion lineal puede hacerse exactamente usando los proce-
dimientos del capitulo 3. Existen procedimientos analiticos para calcular los periodos
de las 6rbitas de las otras dcs ecuaciones, pero en este laboratorio usted debe hacerlo
numéricamente.) Trace las graficas del periodo como funcién de 6y usando una tabla
relativamente pequefia (5, 10 o 15 entradas) de periodos obtenidos mediante una si-
mulacién numérica directa del modelo.

3. Otra familia de condiciones iniciales es 8(0) = 0y #(0) = 1. Aqui la velocidad ini-
cial es el pardmetro. Al inicio el péndulo seiiala directamente hacia abajo con una ve-
locidad dada . ;Qué cambia respecto a sus resultados en el parrafo 2 anterior?

4. Suponga que usted fabrica relojes con base en el movimiento de un péndulo. Para ca-
da una de las tres ecuaciones, ;qué debe hacer para duplicar el periodo de la oscila-
cién?

Sobre su reporte: Responda cada uno de los incisos anteriores en forma de un breve en-
sayo. Sea tan sistemdtico como sea posible al recopilar sus datos y preséntelos en un for-
mato claro y conciso. Usted puede ilustrar sus ensayos con retratos de planos fase y gra-
ficas de soluciones o de los datos que compile. Sin embargo, su descripcién debe quedar
completa y ser entendible sin los retratos.
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LABORATORIO 5.3

Una familia de ecuaciones depredador-presa

En este laboratorio estudiard usted una familia paramétrica de sistemas no lineales de pri-
mer orden que consisten en ecuaciones depredador-presa. La familia es

dx 2

- 9x — ax* — 3xy
dy

& 2y + xy,

donde a = 0 es un pardmetro. En otras palabras, para valores diferentes de a tenemos di-
ferentes sistemas. La variable x es la poblacién de presas (en alguna unidad a escala) yy
es la poblacién depredadora. Para un valor dado de a, queremos entender qué sucede a
ambas especies cuando ¢ — os.

Usted deberd investigar los retratos fase de esas ecuaciones para varios valores de
aen el intervalo 0 < & < 5. Para iniciarse, ensaye a = 0, 1, 2, 3, 4 y 5. Piense qué sig-
nifica el retrato fase en términos de la evolucién de las poblaciones x y y. ;Dénde se en-
cuentran los puntos de equilibrio? ;De qué tipo son? ;Qué le sucede a una curva solucién
comin? Considere también el comportamiento de las soluciones especiales en que x = 0
oy = 0 (las curvas solucién se encuentran sobre los ejes x 0 y).

Determine los valores de bifurcacién de a. Es decir, aquellos donde las a cercanas
conducen a comportamientos “diferentes” en el retrato fase. Por ejemplo, & = 0 es un va-
lor de bifurcacién, porque en ese punto el patrén a largo plazo de las poblaciones es sig-
nificativamente distinto del que muestran cuando « es ligeramente positiva.

Sobre su reporte: Después de determinar todos los valores de bifurcacién para a en el
intervalo 0 = a = 5, estudie una cantidad suficiente de valores especificos de a para po-
der analizar todos los diversos escenarios de evoluci6n de la poblacién para esos sistemas.
En su reporte debe describir esos escenarios usando los retratos fase y las gréficas x(f) y
¥(2). Su reporte debe incluir:

1. Un andlisis breve del significado de los diversos términos del sistema. Por ejemplo,
(qué representa 9x? ;Y 3xy?

2. Un andlisis de todas las bifurcaciones, incluyendo una en o = 0. Por ejemplo, ocurre
una bifurcacién entre @ = 3y a = 5. ;Qué significa para la poblacién de depredado-
res?

Responda las preguntas anteriores en forma de un corto ensayo y respalde sus afirmacio-

nes con ilustraciones seleccionadas. (Recuerde que si bien una buena ilustracién puede va-
ler mil palabras, mil ilustraciones usualmente no valen nada.)
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